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Biochemistry. — Elastic-viscous oleate systems containing KCl. III 1). The 
elastic properties as a function of the concentration of the oleate at 
15° C and constant KCl concentration. By H. G. BUNGENBERG DE 

ee JONG and H. J. vAN DEN BERG. 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


1. Introduction. 


The methods of measurement applied in the investigations described in 
this paper are the same as used before. 

The concentration of KCI has been chosen slightly below the one used 
in Part II, owing to the circumstance that in the meantime we have 
determined more accurately the concentration necessary for obtaining the 
minimum damping with the oleate used in our investigations (Merck, Na- 
oleinicum medicinale pur. pulv.). The concentration used in Part II differs 
very little from this optimum concentration, so that the slight change in 
the composition of the electrolyte (1,43 N KCl + 0,12 N KOH at present, 
as compared with 1,52 N KCl +. 0,08 N KOH in Part II) does not 
materially affect a comparison of the results. Moreover, experimenting with 
a system having an oleate concentration of 1,2 % we again found the 
proportionality between T and R, and that between A and R. 

The extension of the investigations to systems of lower concentration, 
however, has shown that A presents a wholly different behaviour when the 
concentration decreases below a certain limit. 


2. Period and logarithmic decrement as functions of the oleate con- 
centration at 15° C (rotational oscillation). 


As starting point we used a standard solution containing 36 gr Na-oleate 
per litre, with 0,36 N KOH; from this solution 8 mixtures have been 
prepared according to the scheme: 


a cm? of standard solution 
(200 — a) cm? KOH 0,36 N 
225 cm? KCL 3,8 N 

175 cm? H,O, 


a being 200, 175, 150, 125, 100, 80, 60 and 40 cm? respectively. The final 
concentration of KCL (1,43 N) and that of KOH (0,12 N) are the same 
in all mixtures; the oleate concentrations amount to 1,20; 1,05; 0,90; 0,75; 
0,60; 0,48; 0,36; and 0,24 % respectively. 

After heavy shaking for a sufficient time the mixtures were poured out 
into 8 round bottom vessels of nominally 500 cm3 capacities (the actual 


1) Part I has appeared in these Proceedings 51, 1197 (1948); Part II in these 
Proceedings 52, 15 (1949). 
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capacities, measured up to the beginning of the neck, have been mentioned 
in Table I, together with the values of the radius R derived from them). 
The vessels were filled well into the neck, and were kept in a thermostate 
of 15° C during one night, in order to obtain the desired temperature and 
to get rid of air. The measurements took place in the usual manner on the 
following day. The results together with the values of 10 X T/2, corrected 
for the decrement, have been given in Table I 2) 3). 


TABLE I. 


Elastic properties as a function of the oleate concentration at 15° C measured in completely 
filled spherical vessels with radius of approx. 5 cm. 


in cm | in gr. per 


Oleate T 4 vfor R=5cm 
Es Gidynes) | = os 


R | concentr.| |, 10 X ich fs 4 (10 xt 


corr. 


100 cm3 


505) 935 Sey) Sled |) MSHA Nh Lo iets, Sel 2.0) 4) 1.0 0.986 
tO 2a ele 20 AT Ok W225 One) 5.81 2250) |) SreO 0.845 
Aco Smad. OD 4075008 1.360 | 0.307 6.60 ZelSc) 2953 URE $f 
49 2 ale Ono) Whe esa] estes: 1.590 | 0.464 7.82 1,697) 32078 0.629 
Sees || (fle Pe sA0)\| OVE 1.860 | 0.621 9.60 1555 1325 0.513 
5).037)) 10560 13758) 12582 92. lots 02760 12.73 1.66 8.2 0.395 
5.04 | 0.48 1ZE3/ 165780) 2.7910 |e O27, 16.56 1.61 4.86 0.304 
5; ORO 236 S025. 70m 4276s OL 24594 1.60 7a Ed 0.201 
508s, 05244) 162551 49.3 47.4) (3.85) 42.0 (1.09)| 0.75 0.119 


2) With a view to the investigation of the behaviour of T/2A (see below), it was 
considered desirable to dispose of a system with an oleate concentration still higher than 
those obtainable according to the recipe given in the text. This system was prepared by 
taking 225 cm of the standard solution, 225 cm* KCI and 150.cm? H2O; composition: 
1.35 gr oleate per 100 cm%, 1.43 N KCl, 0.135 N KOH. Results referring to it have been 
given in the first line of Table I and in the first line of Table II. It was found that the 
values of », 1/A and G for this system are in good accordance with the lines drawn in 
the figures 1 and 2, 

3) Professor BURGERS has pointed out that the formulae used for the derivation of the 
corrected value of the period (compare Part II, these Proceedings, p. 17) is valid only in 
those cases where the damping is due either to viscous resistance or to relaxation 
of the elastic stresses, It cannot be applied when the damping is a consequence of slipping. 
As relaxation certainly is operative with the more concentrated systems and some influence 
may persist also with systems of smaller concentration, we have provisionally applied the 
formula in all cases, The influence of the correction usually is small. 

A calculation based upon the formula derived for the case where damping is due 
exclusively to slipping, will be given by BURGERS in the article following this com- 
munication, for the system having an oleate concentration of 0.6%. For systems with 
still smaller concentrations, which show very large values of A, there appears to remain 
an unsolved problem. 

*) With this system the decrement appeared to be very large, so that it had to be 
determined from the ratio by/by. The value of b;/b3 given in the Table, has been 
calculated from that of b,/b2; the results, and also the values of A,7T/2A and 


-1/A have been put between brackets, as their reliability. will be less than that of the 
other results. 


tf 
10xX> 


1/A 


5.56 
aoe 
3.26 
2.16 
1.61 
13! 
0.97 
0.64 
(0.26) 


101 


When the reciprocal value of (10 X T/2)con is represented as a function 
of the oleate concentration, a practically straight line is obtained. As the 
radii of the 8 vessels are slightly unequal, it is necessary to correct for the 
differences; making use of the proportionality between T and R found 
before (and checked also with the systems used now), we reduced all 
values to the same radius R = 5,00 cm with the aid of the formula: 


T= RX Ton = (10X3) ee a ae Ca ace ee 
2 corr i / v& : 


corr 


The reduced frequencies » have been mentioned in the 11th column of 
Table I and are represented in fig. la as a function of the oleate con- 
centration. It will be seen that the frequency of the rotational oscillation 
for constant radius is a linear function of the oleate concentration. 


Fig. 16. 


If we may assume — what looks very probable — that the straight line 
can be extrapolated downward until it meets the horizontal axis, a point 
of intersection is obtained at an oleate concentration of 0,09 gr per 100 cm 
(approx. 3 millimol oleate per litre). Hence we can distinguish between two 
regions of oléate concentration: no elastic phenomena are found with a 
concentration in the region from zero to 3 millimol per litre; whereas elastic 
phenomena present themselves with concentrations exceeding 3 millimol 
per litre. — It will afterwards be seen that the second domain must still be 


subdivided. 
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We have further calculated the shear modulus G with the aid of 
BurGeErs’ formula 5): 


Poe 2 @ 
To= 4.99 RV. 
taking @ = 1,072. The results obtained have been given in column 10 of 


Table I. Making use of the result obtained for the frequency v, we may 
at once write down the formula: 


G ~ (oleate concentration — 0,09) 2. 


This relation is illustrated in fig. 2, which gives the values of G as a 


G dyne 
saan bee" 
40 
30 
20 e 
10 . 


[C slente -0.09)* 


0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 he Ly 46 
Big. 2% 


5) J. M. BURGERS, Damped oscillations of a spherical mass of an elastic fluid, these 


Proceedings 51, 1211 (1948), eq. (17). — It should be noted that the quantity » introduced 
by BURGERS has a different meaning from the one used here. 
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function of the square of (oleate concentration decreased by 0,09). The 
result undoubtedly will be of great importance for a future theory of the 
elastic oleate systems; however, at the present moment we will not bind 
ourselves to any assumptions concerning their internal structure. 

The next point to be considered is the damping. When the value of 1/A 
(column 12 of Table I) is represented as a function of the oleate con- 
centration (fig. 1b), a curve is obtained with two branches, the lower 
branch presenting a similar character as the curve for » given in fig. la. 
The experimental points are situated closely to a straight line, cutting the 
horizontal axis at the oleate concentration 0,09, so that the following 
relation appears to be valid for this branch: 


1/A ~ (oleate concentration — 0,09). 


Provisionally assuming that the damping is caused by relaxation of the 
elastic tension — as had been proved in the case of the 1,2 % system 
considered in Part II — we have calculated a nominal relaxation time 
4= T/2 A from our data. This quantity has been given in column 9 of 
Table I and is represented as a function of the oleate concentration in 
fig. 3 (full drawn curve, marked R= 5). At low concentrations (above 
0,09) the curve exhibits a horizontal branch, as must be expected from 
what has been observed concerning the curves for y(—1/T) and 1/A. 
This horizontal part is followed by a markedly ascending branch. 


3L 7/2A 


' ‘ 
fi vie . HL fy 
xP at 
Rad a id , ; 
' “aia e lid oa i ; 
’ , t ‘ 
ie 
IF) R22.33 Ho 


Caleate 


; ; gr/looce 


Fig. 3. 


A few days afterwards measurements have been performed with the 
same series of oleate solutions in a vessel of radius R= 2,33 cm (the 
same vessel being used in all cases). The results have been collected in 
Table Il. In the last column of this Table the frequencies have been reduced 
to a radius R— 5,00 cm. When represented as a function of the oleate 
concentration they give rise to a similar curve as that obtained from the 
data of Table I, although the values appear to be a few percent higher. 


104 


The corresponding differences in the values of G are somewhat larger, 
as is to be expected in view of the proportionality of G with v2. This fact 
must be ascribed to a slight change within the system. What is much 
more interesting, however, are the values of T/2.A, which have been 
represented by the broken curve (marked R= 2,33) in Hgr3) 


TABLE II. 


Elastic properties as function of the oleate concentration at 15°C measured in a 
completely filled spherical vessel of 2.33 cm radius. 


Oleate vyforR=5cm 

concentr. eis . R 1/A 

; — 7A Gi(dynes) & r | | 

in gr per 10x 

100 cm3 2/ 
1535 59.3 | 2.28 | 1.085 | 0.082 2.28 Dehe 54.8 1.022 (2e2 
1.20 SO eee e aes elel OZ OL097, 2.57 2.64 43.1 0.907 10.3 
1.05 43.4 | 3.00 | 1.182 | 0.167 3.00 1.79 S127 0.767 5.9 
0.90 34.2 | 3.64 | 1.488 |0.398 3.63 0.91 21.6 0.642 2.5 
0.75 24.8 | 4.49 | 1.790 | 0.582 aca] 0.77 14.3 0.521 ibe 8 
0.60 ZOECMIMOESOM Eze lOLen Onrod 5.82 0.76 8.4 0.400 2 
0.48 14.2 | 7.68 | 2.608 |0.959 7.59 0.79 5.0 0.307 1.0 
0.36 9.0 |] 11.48 | 4.581 | 1.522 11.16 O273 2.29 0.209 0.6 
0.30 feO!) | 15252" \n6e7 oie | 1.910 14.88 0.78 1.29 O57 Oz 
0.246) | 5.0} 20.32 | (8.010) (2.081) 19.30 (0.93) One 0.121 (0.48 


It will be seen that the two curves, deduced from the data of Tables I 
and II respectively, nearly coincide at the higher concentrations. Going 
downward they separate, and in the domain of the lower concentrations 
two distinct, approximately horizontal lines are found, giving the average 
values: 1,60 (derived from the experiments with R—=5 cm) and 0,76 
(derived from the experiments with R = 2,33 cm). The ratio of these 
numbers is 1,60/0,76 = 2,11, which is almost the same as the ratio of the 
two radii, viz. 5,00/2,33 = 2,15. 

This result is very remarkable and stands in sharp contrast with that 
of the experiments described in Part II, which showed a relaxation time 
independent of the radius. We must conclude that with the lower con- 
centrations the damping is due to a phenomenon of a different nature. It 
is of importance to consider this matter in more detail. 


3. Period and logarithmic decrement of the 0,6 % oleate system as 
functions of the radius for the rotational oscillation. 


In order to have at our disposal a sufficient quantity of oleate solution, 
we mixed a number of the mixtures already used in the preceding experi- 
ments, in such a way that the final mixture obtained (2,35 litres in all) 
had an oleate concentration of 0,6 %. 


8) Compare footnote 4), 


me CON NM OO 


NOV 


~— 


19 70.2 
20.0+0.3 
19.82+0.1 
20.5+40.3 
20:420.3 
pl Ue at 1 6 
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In a single day we investigated the elastic behaviour as a function of 
the radius, in the way as has been described in Part II. The vessels used 
were of smaller dimensions (the largest having a capacity of 1,5 litre); 
the radii, calculated from the measured capacities, varied from 7,46 till 
2,33 cm. This made it possible to perform all experiments with the aid of 


the turning table, all vessels being completely immersed in thermostate 
water of 15° C. 


TABLE Iii. 


Period and logarithmic decrement as function of the radius at 15°C (0.6% Oleate in 
1.43 N KCl + 0.12 N KOH; rotational oscillation). 


19.12+0.03 | 2.156+0.019| 0.768+0.009 = : 
15.98+0.02 | 2.140+0.024; 0.761+0.011 7/8 15.86 8.444, 3 
12.7140.02 | 2.14140.009/ 0.76140.004\ 6 12.62 8.27 \ 0 
10.304 0.02 | 2.196+0.023| 0.787+0.010/( 10.22 8.65 8 
7 5740.02 | 2.17340.024| 0.776+0.011 \ & Tool 8.37 \"s 
5.81+0.01 | 2.16040.028 | 0.770+0.013 8.58 


The results of the measurements, together with the values of A and 
those of (10 X 7/2)... have been given in Table III. In fig. 4 these 
values have been represented as functions of the radius R. The same as 
with the system of 1,2 % oleate concentration, it is found that the period 
is directly proportional with R also for the 0,6 % system. The logarithmic 
decrement for the 0,6 % system on the contrary proves to be independent 
of the radius. 


Rot. ose 


pt, — 32 


Annan n 


mean 5.44 
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4, Comparison of periods and logarithmic decrements of the 0,6 % 
system as found for the three forms of oscillation. 


In connection with the result just found BURGERS informed us that it 
would be of interest to have values of T and A for the three forms of 
oscillation, measured in one and the same vessel, so that R would be the 
same for all. 

As the stock of Na-oleate (Merck Na-oleinicum medicinale) had been 
used up, we had to use a preparation from a different source (Na-oleate, 
neutral powder, made by BAKER7)). As we knew that there may always 
be found differences in the properties of various samples of Na-oleate 
(even when they are taken from two unopened bottles delivered by the 
same factory at the same time), and as we had no experience with the 
Baker preparation, it was considered desirable to perform measurements 
with two spheres, of radii R= 5,62 and R = 2,99 cm respectively. This 
would give an opportunity of checking whether the new material (having 
the same concentration of 0,6 % Na-oleate in 1,43 N KCI + 0,12 N KOH) 
likewise would show the proportionality between T and R, with A in- 
dependent of R. 

The method applied was the same as used before, but a slightly different 
way of exciting the rotational and the quadrantal oscillations was chosen. 
The principle is the same as with the turning table, but the vessels are 
clamped about the neck in the centre of a ball bearing, in such a way that 
they are hanging well until the neck in the thermostate water of 15° C. 
The measurements have been executed in one consecutive series in a 
single day. The results are given in Table IV. 

The first point to be considered is whether the new preparation exhibited 
a similar behaviour as the old one. This does not primarily refer to the 
absolute values of T and A for the same radius, which indeed appear to 


TABLE IV 


Comparison of period and logarithmic decrement of the 0.6% oleate system for the as 
three forms of oscillation. 


R | Type of sts 
oscillation _ 19 Sag: ises) Pips 4 = 
Rotational |24.9+0.2/ 10.70+0.01 |1.696+0.016)0.528+0.009] 10.66+40.01 |2.02 4.6 10.5 
5.62} Meridional |24.7+0.1) 8.2140.02/]1.498+0.009/0.404+0.006] 8.19+0.02 |2.03 gS 15.0 J 10.8 ° 
Quadrantal |24.4+0.3) 6.81+0.02|1.407+0.012/0.342+0.009} 6.80+0.02 11.99 ne 14.8] = 10.5 ¢ 
Rotational |28.2+0.1) 5.63+0.02 |1.677+0.0170.51740.010| 5.61+40.02 11.09 14.9 8 } 
2.99 | Meridional |25.8+0.1) 4.39+0.02 |1.494+0.022'0.402+0.015| 4.38+40.0211.09 se 14.9 q 
Quadrantal |27.4+0.1} 3.61+0.02|1.382+0.0080.324+0.006] 3.60+0.0211.11, 8&7 14.9 Wl 


7) As it was impossible to buy Na-oleate from MERCK, we have directed ourselves 
to the Rockefeller Foundation, which kindly put at our disposal a large quantity of the 
preparation mentioned in the text in order to make possible the continuation of our 
researches on oleate systems. We are glad to express our great thanks for this help. 
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be different 8), but rather to the functional relations between T and R, 
and between A and R. For this purpose we have represented the values of 
To, Ty, To: Ag, Ay, Ag as functions of R in fig. 5. The diagram proves 
that indeed a state of the oleate system is present, fully comparable to that 
which was found in our former measurements. 


Rot. osc. Merid osc Quadr. osc 


Fig. 5. 


The quantity T/2_A consequently cannot be interpreted as a relaxation 
time, as it appears to be different for the two radii. The ratio of the values 
obtained (average value for the three forms of oscillation) differs from 
the quotient of the radii by not more than 2% (2,01/1,10 = 1,84; 
5,62/2,99 — 1,88). As T proved to be proportional to R, this means that 
for a given form of oscillation A is independent of R. Inspection of the 
data given in column 6 of Table IV shows that for the rotational oscillation, 
considered separately, the ratio differs from that of the radii by 2 %; for 
the meridional oscillation the difference is 1%; while for the qua- 
drantal oscillation it is slightly larger, viz. 5%. But we know from 
our former work (see Parts I and II) that with the latter type of 
oscillations the accurate measurement of the damping is very difficult. 
When now again we calculate the ratios of the periods and of the loga- 
rithmic decrements, obtained for the various types of oscillation, the 


8) When the data referring to the rotational oscillation, given in Table IV, are 
compared with those given in Table III for the same radius, it appears that the new 
preparation obtained from BAKER has both a smaller period and a smaller logarithmic 
decrement. The new preparation consequently has a larger shear modulus and a smaller 
damping. In conformity with the experience related in Parts I and II that n increases 
when the damping becomes smaller, it was found that the new preparation showed larger 


values for n. 
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following numbers are found: 


oli. cot pi i Wey: 
Ay/A, = 1,286 mean Ay/A, = 1,596 f mean 


Ty{T, = 1,302 (1.294 T/T, = 1,568 \ 1.567 
A,| A, = 1,307 Api A154 


If the fluctuations of the ratios are left out of account (having regard to 
the mean errors of the individual determinations these fluctuations on the 
whole are within the possible errors), we may conclude that there are to 
be found only two distinct ratios, one referring to To/T , and Ao/ Aj, the 
other one referring to T/T» and Ao/ A». The averages obtained for these 
two ratios are 1,294 and 1,567 respectively, which values differ by not 
more than 1 % from the values 1,283 and 1,557 predicted theoretically 
for the periods on the basis of BURGERS’ formulae. 


R=2,99 cm 


R=5,6Z2'cem 


5. The nature of the damping in the 0,6 % oleate system. 


After the measurements described in sections 3 and 4 had been finished, 
professor BURGERS informed us that all results obtained with the 0,6 % 
oleate system could be explained if it be assumed that the damping is a 
consequence of slipping of the elastic system along the wall of the vessel. 
In this case we have the following formulae 9): 


Tr 272R V& A= 2% (Ge 
hte Go px 
where x is a coefficient characterising the friction experienced in slipping, 
while the factor 6 is a numerical quantity, having the well known values 
4,49 for the rotational oscillation, 5,76 for the meridional oscillation and 
6,99 for the quadrantal oscillation respectively. The formulae show that 
for every type of oscillation the period is proportional to the radius, 
whereas the logarithmic decrement is independent of it; moreover, when 
we pass from one type of oscillation to another type, both period and 
decrement change in the same ratio, so that there is full conformity with 
the experimental results for the 0,6 % oleate system. — The values of G 
and x calculated with these formulae have been given in the final two 
columns of Tables III and IV. It is found that the preparation obtained 


from Baker gives higher values both for G and for x, than the preparation 
obtained from Merck 10) 11), 


®) See J. M. BURGERS, paper quoted in footnote 5) above, eq. (18). 
10) ‘When G has already been calculated, it is possible to obtain x from the relation 


x = TG/AR, which is an immediate consequence of the formulae for T and A given in 
the text. 
41) As mentioned already in footnote 3) above, BURGERS has recalculated the values 


for the 0.6% systems with the equations given in the article following this communication 
(Note on the damping of the rotational oscillations of a spherical mass of an elastic fluid 
in consequence of slipping along the boundary, these Proceedings p. 113). 
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6. The frictional coefficient operative in slipping as a function of the 
oleate concentration. 


According to fig. 3 the nature of the damping appears to present the 
same character as that found with the 0,6 % oleate system, for a series of 
concentrations which extend upward to approximately 0,9 %. If we apply 
the formulae mentioned in the preceding section to all systems of Tables I 
and II with concentrations not exceeding 0,9 %, a series of values of the 
coefficient x is obtained, which shows a marked decrease of x with 
decreasing concentration, as will be evident from Table V 12). 


TABLE V. 


Frictional coefficient operative in slipping as function of the oleate concentration. 


Oleate concen- From the data of Table II From the data of Table II 


tration in gr. 
per 100 cm3 


x/(Coleate —0. 09)? x x/(Coleate {0}. 09)2 


0.90 14.25 217 16.91 25.8 
0.75 8.67 1959 9743 21.6 
0.60 5.42 20.8 SHer/ 20.6 © 
0.48 Kh 20.5 B39 2253 
0.36 (1.35) (18.5) (1.44) (19.8) 
0.30 — — (0.86) (19.5) 
0.24 (0.33) (14.5) (0.61) (27.1) 


It is found that the quotient of x by the square of (oleate concentration 
—0,09) presents values which may be considered as approximately con- 
stant (having regard to all errors inherent to the measurements). The 
numbers referring to the lower concentrations and put in brackets are not 


dyne/cm? 2 K dynefem? 
zo K mae : cm/sec. 


Fig. 6. 


12) The calculations on which are based the values of x given in Table V, are all 
made with the aid of the first order formulae mentioned in the preceding section, as 


obtained by BURGERS in his first article. 
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reliable, owing on one hand, to difficulties in the measurement of A and 
on the other hand, to the fact that the theory given by BURGERS cannot 
explain values of A exceeding approx. 1,06. — The fact that the value 
obtained with the concentration of 0,9 % seems to be somewhat in excess, 
may be an indication that we ought to limit our domain at a slightly lower 
value, approx. 0,87 %, as is proved also by the position of the bend in the 
curve for 1/A, given in fig. 1 B. 
For the rest of the domain one gets the impression that the relation: 


#% ~ (oleate concentration — 0,09) 2 


is rather satisfactory (compare fig. 6). The relation between x and con- 
centration would then be the same as that between G and concentration, 


given in section 2. 


7. Distinction of a number of domains of oleate concentration. 


We return to the consideration of the dependence of the elastic pro- 
perties on the oleate concentration. 

In the first place it is of importance to delimit the domain in which the 
behaviour corresponds to that found with the 0,6 % system (T proportional 
with R and A independent of R). In fig. 3 this domain is characterized 
by the two distinct horizontal curves for T/2 A. It has been found that this 
domain extends upwards to an oleate concentration of approx. 0,87 % 
(ca. 29 millimol per litre). Downward it extends at least to 0,3 % (ca. 10 
millimol per litre). The values derived with a concentration of 0,24 % 
must be considered as unreliable, and we cannot check whether T/2 A 


Concentration Dependence of Ratios for T and 4 Dependence of 
T and A on the | at constant radius 


ee radius for constant | and constant oleat SB Reed h oot 
ant oleate 

per 100 cm3 : concentration 

oleate conc. concentration 


Domain 


0 — 0.09 »=1/T=0 G=0 


II 0.09 — 0.87 T~R T A 
Aindependent of R| = '=1.28 | G~(Coi—0.09)2 
TIZA~R a S 
T/AR=/G inde- | -9—°_4 56 Po 2 
pendent of R 2 Ag eGo 
Il 0.87 —1.1 I= R G ~ (Co1 — 0.09)2 
with same factor as 
in II 
IV | ghee Sis T~R G ~ (Ca — 0.09)2 
(possibly A~R Ty = Ag = i 
T = 7, =1.28 with same factor as 
extending T/2A=2 1 1 in II 
further) independent of R To wae Ao ae : , . 
t= age 56 A increasing with 
oleate concentration 


111 


remains the same until the limiting concentration of 0,09 % (ca. 3 millimol 
per litre), Nevertheless as a provisional assumption we may suppose this 
to be the case. 

At the highest concentrations investigated (1,2 % and 1,35 %) the 
quantity 7/2 A has the meaning of a relaxation time. This domain appears 
to extend downward until a concentration of approx. 1,1 %. Between 
0,87 % and 1,1 % there is a transition region. 

In this way we arrive at the four domains given in the survey. 

It should be kept in mind that the limits between these domains, 
determined at a temperature of 15° C with a given concentration of KCI 
etc., may be functions of various parameters, including the purity of the 
cleate used. 


Summary of Part III: 


1) An investigation of the elastic properties as a function of the oleate 
concentration (with constant concentration of KCl] and at a temperature 
of 15° C) has shown that: 

a) the frequency of the rotational oscillation in completely filled spherical 
vessels of constant radius is a linear function of the oleate concen- 
tration, becoming zero at at concentration of 0,09 % (3 millimol oleate 
per litre); 

6b) the elastic shear modulus is proportional to (oleate concentration 
— 0,09) 2; 

c) the quantity T/2 A, which has the meaning of a relaxation time in the 
case of the 1,2 % oleate system, loses this meaning when the con- 
centration decreases below 0,9 %. 


2) In order to arrive at a more complete characterization of the elastic 
behaviour of oleate systems in the domain mentioned sub 1c), the following 
problems have been investigated with the 0,6 % oleate system: 

a) Period and logarithmic decrement as functions of the radius of the 
spherical vessel; it appeared that the period is proportional to R, while 
the logarithmic decrement was independent of it; 

b) period and logarithmic decrement as functions of the type of oscillation 
(rotational, meridional, quadrantal); it appeared that the quotients 
T/T, and Ao/A; had the value 1,28, the quotients T/T, and 
Ao/ Ag the value 1,56, the same as was the case with the oscillations 
damped in consequence of relaxation. 

The results mentioned sub a) and b) are in conformity with a theoretical 
case, treated by J. M. BurGERS, referring to the oscillations of an elastic 
medium slipping along the walls of the spherical vessel. 


3) It is possible to distinguish four domains of the oleate concentration: 
(1) from 0 to 0,09 %, in which elastic phenomena are absent; 


(II) from 0,09 % until 0,87 %, where A is independent of R; 
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(III) from 0,87 % until 1,1 %, in which the relation between A and R 


changes in character; 


(IV) above 1,1 % where A~R. 


4) The quantities G and either 2 or x are functions of the oleate con- 
centration: 


a) in the domains II, III and IV a single formula 
Gw~ (Coy == 0,09)2 
is obtained; 


b) the relaxation time 4, characteristic for the damping in domain IV, 
increases with the oleate concentration; 


c) the frictional coefficient x, operative in slipping in domain II, presents 
the same dependence on the concentration as G: x ~ (cp; —0,09)2. 


Mechanics. — Note on the damping of the rotational oscillation of a 
spherical mass of an elastic fluid in consequence of slipping along 
the boundary. By J. M. Burcers. (Mededeling No. 60 uit het 
Laboratorium voor Aero- en Hydrodynamica der Technische Hoge- 


school te Delft.) 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


1, In a paper on the damped oscillations of a spherical mass of an 
elastic fluid1) there had been derived first order formulae for the period 
and the logarithmic decrement of three types of oscillations of an elastic 
fluid in a spherical vessel, as observed by BUNGENBERG DE JONG 2). 

One of the cases considered referred to damping in consequence of 
slipping of the elastic system along the walls of the vessel. When effects 
of viscous friction and of relaxation of elastic stresses are absent, the result 
for this case is contained in the formula: 


mS Serb VS (1 G of De en See 
Soa 55 Rr 1 = ip ; oR: 


Here G is the elastic shear modulus, R is the radius of the spherical vessel 
and x is the frictional coefficient operative in slipping, while 6 has been 
written for a numerical factor, having the value 4,49 for the (first) rotational 
oscillation, 5,76 for the meridional oscillation and 6,99 for the quadrantal 
oscillation 3). To this degree of approximation the period of the oscillation 
and the logarithmic decrement have the values: 


T= 22R Vg ae ek Ge 
ae i aera cet 
The logarithmic decrement proves to be independent of the radius, while 
in passing from one type of oscillation to another type, the decrement 
changes in the same ratio as the period. 
These relations are found to be in good agreement with the experimental 
results obtained by BUNGENBERG DE JONG with systems having an oleate 


concentration of 0,6 % 4). 


IIe 


1) J. M. BURGERS, these Proceedings 51, 1211 (1948). — References to equations of 
this paper will be made by giving the numbers of the equations; the equations of the 
present communication will be indicated by means of letters. 

2) H. G. BUNGENBERG DE JONG and H. J. VAN DEN BERG, Elastic-viscous oleate 
systems containing KCl, these Proceedings 51, 1197 (1948); 52, 15 (1949). 

3) Compare eqs. (15) and (28) of the paper quoted in footnote 1), The rotational 
oscillation considered in that paper, which is determined by the first root € = 4,493 of 
the equation tg ¢ = ¢, is the first one of an infinite series of possible rotational oscillations; 
it is characterised by the absence of a nodal point in the function (r), whereas the 
other solutions have 1, 2, ...... nodal points respectively. 

4) H. G. BUNGENBERG DE JONG, these Proceedings 52, 99 (1949). 
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With oleate systems of smaller concentration the values of A observed 
by BUNGENBERG DE JONG became so large, that it appeared questionable 
whether first order formulae are sufficiently accurate. Moreover the 
equation: P 

toe = 1 obs {1 ae (Agps/2 7)? tHe, 
used by BUNGENBERG DE JONG in order to derive “corrected” values of the 
period of the oscillation, is valid only in the case of damping through 
viscosity or through relaxation, but does not apply when the damping is 
a consequence of slipping. 

In the following lines we intend to deduce more accurate expressions for 
the latter case. We restrict ourselves to the rotational oscillation and for 
simplicity omit the subscript 0; hence in the following equations B — 4,49. 
We again assume that there is neither viscous resistance, nor relaxation of 
stresses, so that the quantity L occurring in the formulae of the preceding 
paper can be replaced by G. 


2. We may start by calculating an expression for the root of eq. (13) 
in the form of a series proceeding according to powers of ¢ = G/xvR. 
This gives: 


fe (l—3s a2) ee 
As: 
wvR=iaRYVGlo=itV¥Gle. . «« «= (b). 
— compare eq. (8) — we may write: 
ee | cet ee 
aris Ya where lege rer 


Hence eq. (a) can be transformed into: 


[ 1 
c= (14g tame] ee 


The root of this equation can be expressed as a series proceeding according 
to powers of 1/M, the first few terms being: 


. 2 
c= a (1+ | 8 


The period and the logarithmic decrement are then given by the formulae: 


Deets 2 2x . 
B Vel—pep-): a= Ze (1—...), . (e) 


The parameter M decreases with decreasing values of the frictional 
coefficient x; it will be seen that this entails a decrease of the period T 
together with an increase of the logarithmic decrement A. Such behaviour 
is contrary to what is found in the case of damping through viscosity or 
through relaxation, where T and A change in the same sense. 


ff ee 
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3. In order to make clear the meaning of this result and to obtain 
convenient formulae for the calculation of G and x from the measured 
values of T and A, a different procedure is more suitable. We observe that: 

ce ace A ,2"+id 
— 7 i i —I ati. kart at a ki) ek ee ee (fF) 
where the values to be inserted for T and A are those directly measured, 
without applying any correction to T. Referring to eq. (b) we then have: 
_ ¥R _(2a+iA)R 
ee ee 8 vs cape ute (gh 
i¥G/e TYVGie 
Next eq. (13) is brought into the form: 


eee Ue ge af: mr R 
| ee fat. GE’ 
so that: 
Wee SET 8 ks. se ok OM th) 
After division by —i this equation can be transformed into: 
1 ey : 
icot€— ijt on ae — M. . . * . . . . (k) 


Substituting a complex value £—£+ in into (k) it is possible, by 
numerical calculation, to find a series of solutions for which the left hand 
member has a real value. For any such solution the logarithmic decrement 
can be obtained from: 


ee A am en os Se UD) 


The calculations at the same time give the values to be assigned to M. 
Results are given in the accompanying table and in fig. 1. 


4493 0 0 re) 0 
(0.15) 4.564 0.387 0.533 2.58 0.388 
(0. 10) 4.613 0.495 0.674 2.01 0.497 
(0 ) 4,712 0.643 0.857 (553 0.654 
(—0.10) 4.812 0.741 0.968 1.36 0.735 
(—0.30) 5.004 0.847 1.064 J .063 0.941 
(—0.50) 5.176 0.872 1.059 0.927 1.078 
(—0.75) 5.356 0.830 0.974 0.804 1243 
(—1.00) 5.498 DEVI 0.842 0.694 1,44 
(—1.40) 5.663 0.503 0.558 0.481 2.08 
5.763 0 0 0 ra) 


It will be seen that the values of ¢ are situated on a curve which starts 
from ¢ = 4,49 (with M = ©) and ends at ¢ = 5,76 (with M = 0). The © 
case M = © represents an oscillation without slipping; this is the first 
rotational oscillation, which has no nodal point between r = 0 and-r eR: 
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The case M — 0 leads to an oscillation for which + becomes zero at the 
wall, so that the point r — R is equivalent to a “free end’. This solution 


Ay) VM 
1,3 26 
2 24 
1,1 22 
10 20 
O9 18 
Os 1,6 
O7 14 
O6 1,2 
O5 10 
OA 8 
Oe 6 
oO2 4 
Ol O02 


Fig. 1. 


has one nodal point. The two limiting cases obtained in this way represent 
undamped oscillations. The other solutions determine a continuous series 
of damped oscillations, with a geometrical pattern intermediate between 
that of the limiting cases. It is found that there is a maximum value of the 
logarithmic decrement, which is approximately 1,06. 

This result is a consequence of the circumstance that we have looked 
for a particular type of motions of the elastic system, so-called “normal 
oscillations”, described by formula (3). The geometrical pattern of these 
motions is determined by the function @(r) and thus is independent of 
the time, which appears in the exponential factor only. The values of » 
characteristic for such motions are restricted to a certain finite domain, as 
found above. It should be kept in mind that there are also other domains 
of values of ¢ giving solutions of eq. (k). For instance, we can satisfy this 
equation by means of a purely imaginary value of ¢, which will lead to a 
damped motion of non-oscillatory character. We can also find a series of 
solutions starting from ¢ = 7,72 (second root of the equation tg ¢= 6, 
leading to the second rotational oscillation, having one nodal point between 
r= 0 and r= R) and ending with ¢ = 9,09 (second root of the equation 
C2tg6¢—3tg6+3C6—0); ete. 
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4. Let us assume that the solutions represented by the left hand branch 
of the curve of fig. 1, starting from ¢ = 4,49 (that is, the branch with 
the larger values of x) can be used to calculate the values of G and x 
from the results obtained by BUNGENBERG DE JONG with the 0,6 % oleate 
systems 5). In the series of experiments summarized in Table III of 
BUNGENBERG DE JONG’s third paper, the mean value of A was found to 
be 0,770. Interpolation by means of the curves of fig. 1 then gives: 


§=4,658 ; 1/M=0,575. 


From the observed data for the period we deduce that the mean value of 
22R/T is equal to 12,47; making use of the real terms of eq. (g) we find: 


VG/t = 2,68, 
so that, with @ = 1,072: 
G— 7,70. 
With the aid of the value of 1/M given above we obtain: 
prea. 30. 


These results are somewhat lower than those given by BUNGENBERG DE 
JONG, who applied the first order formulae after having corrected the 
period by means of the equation to be used in the case of relaxation. 

In the case of the 0,6 % oleate system prepared with Na-oleate from a 
different source, to which refers Table IV of BUNGENBERG DE JONG’s 
paper, the mean value of A for the rotational oscillations was 0,523; inter- 
polation with the aid of the curves of fig. 1 now gives: 


E—4,560 2 1/M=z0,38. 
From the observed data for the period we deduce 22R/T = 16,60; hence 


) G/e = 3,64; G = 14,2; x = 10,2. In this case the differences with the 
calculations made by BUNGENBERG DE JONG are even less. 


5. The cases in which the experimental values of A, as found by 
BUNGENBERG DE JONG, exceed the limit 1,06 deduced from fig. 1, cannot 
be explained on the basis of the formulae deduced here. The reason for 
the appearance of these large values [1,561 and ((3,85) in Table I; 1,522, 
1,910 and (2,081) in Table II] may perhaps be sought either in the 
circumstance that the damping is partly due to other causes than slipping 
alone, or in the fact that the observed oscillations differ from the “normal 
oscillation” considered in the formulae. 

With regard to the first possibility, if we assume that relaxation is 


5) In a letter to the author professor BUNGENBERG DE JONG stated that the maximum 
amplitude for the rotational oscillations of this system was still found at r= 4 R approx- 
imately, so that the function @(r) cannot have a node in this neighbourhood. Hence we 
may expect that the course of this function will not differ very much from that described 
by (10). More serious is that BUNGENBERG DE JONG could not observe any motion in the 
immediate neighbourhood of the wall of the vessel. 
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operative along with slipping, the shear modulus in our present formulae 
must be changed back into L, with ZL given by (5c). Omitting the details 
of the calculation it is then found that eq. (A) should be replaced by: 


w(t? 2 El + MeO cet on ee 


The solutions of this equation will depend upon the parameter xR/iG, 
so that the value of £ will no longer be independent of R. This may entail 
an influence of R on the magnitude of the logarithmic decrement. In the 
case of the 0,6 % oleate system no systematic influence of R has been 
detected, which induced us to suppose that in this case relaxation should 
be left out of consideration. With the systems of smaller concentration the 
influence of the radius has not been investigated, so that for these systems 
the question whether relaxation may be operative must be left open. 

We might also suppose that viscous resistance was operative along with 
slipping. In that case we should use form. (55) for L and it is found that 
eq. (h) must be replaced by: 


vQP+ sept vy O+tM=0. ee 


Here again there appears a term depending on R, so that similar remarks 
apply as before. 

When account should be taken of both viscous resistance and relaxation, 
operating simultaneously with slipping, the resulting equation takes the 
form: 


xR, no 
\ 


vOP+ Giz topyy@+Me=0. ... . ©) 


This brings no new point of view. 

Turning to the other possibility, concerning the form of the oscillations, 
it is certain that the initial motion produced in the elastic system by the 
method applied to start the oscillatory phenomenon, will not exactly answer 
to the pattern of a single normal oscillation. This initial motion represents 
a combination of such oscillations (possibly an infinite number), in which, 
however, the first normal solution (the first rotational oscillation) can 
usually be expected to show the largest amplitude. The assumption is 
commonly made that all the other normal solutions are more heavily 
damped than the first one, so that after a few periods have elapsed, the 
first one will remain in a relatively pure form. But this assumption can 
be defended only in the case of damping through viscous resistance, which, 
although not observable in the first rotational oscillation, could perhaps be 
operative with the oscillations of higher index. 

With both lines of thought we find ourselves before problems which 
cannot be easily worked out, as we have no sufficient data from which we 
might start. As both lead to rather complicated formulae with a number of 
unknown parameters, we are forced to leave the subject here and must 
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admit that a wholly satisfactory explanation of all results of BUNGENBERG 
DE JONG’s observations has not been reached. 


Résumé. 


Dans cet article, qui fait suite ala communication parue dans Proceedings 
51, 1211 (1948), il a été donné une expression plus exacte de la période 
et du décrément logarithmique de la premiére oscillation rotatoire d’un 
fluide élastique dans un réservoir sphérique, en supposant que l’amortisse- 
ment soit causé par le glissement du fluide le long de la paroi. En faisant 
varier le coefficient de friction de l'infini a zéro, on obtient une série de 
formes d'oscillation, pour lesquelles le décrément logarithmique parait 
d’abord croitre de zéro vers un maximum, pour redescendre ensuite vers 
zéro, : 

Le résultat est appliqué a I'oscillation rotatoire présentée par une solution 
contenant 0,6 % doléate dans les recherches expérimentales de BUNGEN- 
BERG DE JONG, pour laquelle la valeur du décrément logarithmique est 
bien au-dessous du maximum. Des solutions a concentration plus petite 
montrent des décréments dépassant le maximum calculé; on doit supposer 
que dans ce cas l’'amortissement est di (au moins en partie) a des phéno- 
ménes d'un autre genre. 


Resumo. 


Ci-tiu artikolo estas daiirigo de komunikajo aperita Proceedings 51, 
1211 (1948). Oni donas pli ekzaktajn formulojn de la periodo kaj de la 
logaritma dekremento de la unua rotacia formo de osciloj de elasta fluidajo 
entenata en sfera vazo, supozante ke la amortizo estas katizita per glito 
de la fluidajo lati la pario de la vazo. Kiam koeficiento de rezisto Sangigas 
de infinito al nulo, oni trovas serion de formoj de osciloj, kun logaritmaj 
dekrementoj komence kreskantaj de nulo al maksimuma valoro kaj poste 
malkreskantaj denove al nulo. 

Rezulto estas aplikata al rotacia formo de osciloj de solvajo de oleato 
de koncentriteco 0,6 %-a, observita en la esploroj de BUNGENBERG DE 
JONG; por ¢i-tiu kazo la logaritma dekremento estas malpli ol la kalkulita 
maksimuma valoro. Solvajoj de koncentriteco malpli ol 0,6 %-a donas 
logaritmajn dekrementojn superantajn ¢i-tiun maksimuman valoron; oni 
devas supozi ke en ¢i-tiuj kazoj amortizo estas (almenati parte) katizita 


per aliaj fenomenoj. 


Chemistry. — On the Crystal structure of Strychnine Sulfate and Selenate. 
III. [001] projection 1). By C. BOKHOVEN, J. C. SCHOONE and J. M. 


BIJVOET. 
(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 
The expression for the electrondensity on (001) reads 
225 2 oe hx k 
(Cees eo rs | Faso cos 2a * COS [2 ae —anro) + 


sy Peg acne 97 ee meet (24H — aro) | ; 
a \ b 


Now the unknown phase angles except their signs can be determined, as 
is seen from the vector diagram (fig. 1): 


— Feil? —|Fsuie/?—/AF /? 
COS Osulf, —= 2] Fea [AF] ¥ 


This value of ag,yg, calculated from directly observed data, will be 
denoted below by a,,;. The sign of a being unknown sofar, a normal 


Fig. 1. 


Fourier synthesis on (001) cannot be carried out at this stage, but it is 
possible to perform a ‘“‘double’: Fourier, in which each structure amplitude 
is included twice, namely with positive and with negative value of the 


*)_C. BOKHOVEN, J. C. SCHOONE and J. M. BIJVOET, These nines: 
(1947), LI, 990 (1948). proceedings: L, 825 


C. BOKHOVEN, J. C. SCHOONE and J. M. BISVOET: On the Crystal 
structure of Strychnine Sulfate and Selenate. [001] projection. 


Fig. 3. [001] projection. 
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phase angle. The correct combination of F giving a maximum on x, y, the 
reversed set will give one on —x, — y. 

In this way a set of Symmetry centra is introduced and moreover, by 
operation of the twofold axis, a mirror plane through the S atom. 

The “double” Fourier, calculated according to 

te] @ 
Ox-y + Ox-y = a 2, 2 | Faxo| + cos 2n*® cos 2n Md COS Ap ko 
is shown in fig. 2. 

It gives the strychnine molecule superimposed on its mirror image. The 
separation of the two superimposed images was accomplished on the basis 
of the [010] projection and the known interatomic distances and valency 
angles 2). In the projection the benzene ring clearly reveals itself, and it 
can be used as a starting point in this procedure, which was facilitated 
by the — non essential — use of those features of the structure which 
were beyond doubt from the chemical point of view. 

It is easy to separate the image and mirror image of the sulfate group 
and the watermolecules, but for these separate groups it is impossible to 
make a choice between the two images on the lines indicated above. 

To improve the preliminary y-coordinates we used an iterative process, 
minimizing the function: 


= (Si fi Ai —Aws)?, where 2 fi Ai is the calculated real part of the 


structure amplitude 
22h j 
(a. = cos Saag cos ae and Arobs. = Fits. COS obs, 


The advantage of this minimizing function is, that one can use it without 
knowing the sign of the y- coordinates of the oxygen atoms. 

In order to obtain a decision in respect to these signs, the structure 
amplitudes of about 50 reflexions were calculated for their possible com- 
binations and compared with the observed structure amplitudes. An un- 
ambiguous choice could be made, except for the position of the fifth water 
molecule, its most probable position being the vague maximum in the [010] 
projection. With these y-coordinates the “B” parts of the structure 
amplitudes were calculated, and so the signs of these parts were fixed. 
Now a Fourier synthesis on (001) could be performed with observed 
amplitudes and observed phases, signs included; the result is shown in 
fig. 3. 

There is good agreement between calculated and observed amplitudes 
Foro, Which proves the structure deduced. Further refining of the para- 
meters is in progress, a full account will be published in the Acta Crystallo- 
graphica. 

Van ‘t Hoff Laboratorium 
der Rijksuniversiteit, Utrecht. 


2) CC. M. CARLISLE and D. CROWFOOT, Proc. Roy. Soc. 184, 74 (1945). 


Mathematics. — De non-aequivalentie van de constructieve en de negatieve 
orderelatie in het continuum. By L. E. J. BROUWER. 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


In een vroegere mededeeling1) is de onwaarschijnlijkheid toegelicht, 
dat voor het continuum de constructieve orderelatie o> en de negatieve 
orderelatie > ooit aequivalent zouden kunnen blijken. In het volgende zal 
worden aangetoond, dat het blijken dezer aequivalentie zelfs contradictoor 
is. 


Hiertoe herinneren we aan de in een andere vroegere mededeeling 2) 
gegeven definitie van een aanstuiving als vereeniging y van een positief 
convergente fundamentaalreeks van van elkaar verwijderd liggende reéele 
getallen c,(y), co(y), ..., de telgetallen der aanstuiving, en hun van iedere 
cy(y) verwijderd onderstelde limiet c(y), de kern der aanstuiving. Een zoo- 
danige aanstuiving zullen we in het bijzonder links gevleugeld resp. rechts 
gevleugeld noemen, als voor iedere y» de relatie cy(y) <o c(y) resp. voor 
iedere y de relatie cy(y) o>c(y) geldt. Verder zal, als de fundamentaal- 
reeks c,(y), co(y),... de vereeniging is van een fundamentaalreeks van 
linksche telgetallen 1,(y), lo(y),..., die alle <o c(y) zijn, en een funda- 
mentaalreeks van rechtsche telgetallen d,(y),do(y),..., die alle o>c(y) 
zijn, de betrokken aanstuiving tweevleugelig worden genoemd. 

Zij a een wiskundige assertie. Dan kan het scheppende subject in ver- 
band met a en met een aanstuiving y naar het volgende voorschrift een 
onbegrensd voortschrijdende sequentie R(y, a) van reéele getallen c;(y, a), 
Co(y,a),... creéeren: Zoolang bij de keuze der cna(y, a) aan het scheppende 
subject niet de juistheid, resp. noch de juistheid néch de absurditeit, van a 
is gebleken, wordt iedere cn (y, a) gelijk aan c(y) gekozen. Zoodra echter 
voor r = 1 véér de keuze van cr(y,a) of voor r>1 tusschen de keuze 
van cr_1(y, a) en die van cr(y, a) aan het scheppende subject de juistheid, 
resp. hetzij de juistheid hetzij de absurditeit, van a is gebleken, wordt zoo- 
wel cr(y,a) als voor ieder natuurlijk getal » ook criv(y,a) gelijk 
aan cr(y) gekozen. Deze sequentie Q(y, a), resp. R(y,a), convergeert 
positief tot een reéel getal C(y, a), resp. D(y,a), dat een conditioneel 
dempingsgetal van y door a, resp. een direct dempingsgetal van y door a, 
zal worden genoemd 8). ; 


1) Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 51, p. 963 (1948). 

2) Ibid. 51, p. 1239 (1948). 

3) Voor een nog niet toetsbaar gebleken a werd het begrip van direct dempingsgetal 
van y door a onder den naam van dempingsgetal van » door a reeds lc. 2) ingevoerd. 
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Evenzoo kan het scheppende subject in verband met a en met een twee- 
vleugelige aanstuiving y naar het volgende voorschrift een onbegrensd 
voortschrijdende sequentie S(y, a) van reéele getallen w;(y, a), wo(y, a), ... 
creéeren: Zoolang bij de keuze der wa(y,a) aan het scheppende subject 
noch de juistheid noch de absurditeit van a is gebleken, wordt iedere 
@n(y, a) gelijk aan c(y) gekozen. Zoodra echter voor r — 1 véor de keuze 
van w,r(y,a) of voor r>1 tusschen de keuze van ,_1(y, a) en die van 
r(y, a) aan het scheppende subject de juistheid van a is gebleken, wordt 
zoowel wr(y, a) als voor ieder natuurlijk getal » ook wr4+(y, a) gelijk aan 
d,(y) gekozen. En zoodra voor s = 1 véér de keuze van ws (y, a) of voor 
s > I tusschen de keuze van ws_1(y, a) en die van ws(y,a) aan het schep- 
pende subject de absurditeit van a is gebleken, wordt zoowel ws(y, a) als 
voor ieder natuurlijk getal »y ook ws++(y,a) gelijk aan Is(y) gekozen. 
Deze sequentie S(y, a) convergeert positief tot een reéel getal E(y, a), dat 
een tweezijdig dempingsgetal van y door a zal worden genoemd. 


We beschouwen thans voor ieder natuurlijk getal » de k»-intervallen 
k,, ky, ...,kS»), dow.z. de van links naar rechts geordende J(4”+1)-intervallen, 
welker doorsnede met het eenheidscontinuum (d.w.z. de soort der reéele 
getallen = 0 en = 1) een /-interval bevat. Dan valt het eenheidscontinuum 
samen met de ,,puntwaaier” J, d.w.z. met de soort der onbegrensd voort- 
schrijdende sequenties k), k¥), kW), ..., die telescopisch zijn, d.w.z. waarbij 
ieder volgend interval in engeren zin binnen het er aan voorafgaande ge- 
legen is. Zij f een willekeurig punt van J, verstaan we onder ay de assertie, 
die f rationaal verklaart, en beschouwen we de soort o der sequenties 
R(y, az) en de soort 6 der correspondeerende directe dempingsgetallen 
D(y, af), waarbij y steeds voorstelt de aanstuiving met kern 0 en telgetal- 
len 2-"(n = 1,2,...), doch f vrij varieert binnen J, met dien verstande 
dat het nde element k(n) van f steeds na cn(y, ay) doch v6ér cn+1(y, af) 
wordt gekozen. 

‘Zouden nu te eeniger tijd de orderelaties o> en > voor het continuum 
aequivalent blijken, dan zou daarmee in het bijzonder voor elk element e 
van 6 zijn gebleken, dat het o> 0 is, dus zou aan elk element e van 6 een 
zoodanig natuurlijk getal n(e) zijn toegewezen, date o> 2-"(°) is, dus zou 
tevens aan elk element p van o een zoodanig natuurlijk getal n(p) zijn 
toegewezen, dat bij de keuze van het n(p)de element van p, dus ook bij de 
keuze van het n(p)de element van het p bepalende element f(p) van J, 
hetzij de rationaliteit hetzij de irrationaliteit van f(p) is gebleken. Aldus 
wate aan een willekeurig element f van J een zoodanig natuurlijk getal 
n(f) toegewezen, dat bij de keuze van het n(f)de element van f hetzij de 
rationaliteit hetzij de irrationaliteit van f is gebleken. Wegens de waaier- 
structuur van J zou dan bij variatie van f binnen J voor n(f) een natuurlijk 
getal m als maximum kunnen worden aangewezen 4). D.w.z. voor ieder 


4) Vgl. het Mathem. Annalen 97, p. 66, bewezen Theorem 2. 
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element f van J zou bij de keuze van k\“m hetzij de rationaliteit hetzij de 
irrationaliteit zijn gebleken, hetgeen klaarblijkelijk contradictoor is voor 
-alle elementen f van J, die bij de keuze van km) hun volle voortzettings- 
vrijheid, inclusief vrijheid tot latere vrijheidsbeperking, hebben behouden. 


Ook van sommige andere in de klassieke wiskunde aangenomen aequiva- 
lenties kan door toetsing aan passende soorten van dempingsgetallen van 
aanstuivingen, als boven gedefinieerd, worden aangetoond dat ze niet 
alleen onjuist, doch tevens contradictoor zijn. 


Biology. — Dieren en planten. By J. F. vAN BEMMELEN. 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


In ,,Het Leven Ontsluierd” schrijft KONINGSBERGER op bladzijde 4: 
»,.Wanneer men zich in speculaties begeeft omtrent de eerste levende 
wezens op aarde, dan zal men steeds moeten bedenken dat dit autotrophe 
organismen geweest moeten zijn, omdat er geen organische stoffen waren, 
waarvan heterotrophe hadden kunnen leven”. Op bladzijde 20 herhaalt 
hij dit nog eens, onder toevoeging, dat men het ,,met zekerheid kan zeggen 
om de eenvoudige reden, dat er véér het leven geen organische stof op 
aarde geweest kan zijn, waar de heterotrophe van leven”. 

Wanneer ik mij veroorloof deze ,,zekerheid” in twijfel te trekken, dan 
geschiedt dat om de ,,eenvoudige reden” dat ik niet vermag in te zien, 
waarom er ,,geen organische stof op aarde kan aanwezig geweest zijn, 
alvorens de eerste levende wezens ontstonden”. Integendeel: wilden er 
levende wezens ontstaan, dan moest er levenloze materie aanwezig zijn, 
waarin zich de eerste levensverschijnselen konden voordoen 1), 

Hoe dat in zijn werk is gegaan, weten wij niet en zullen wij vermoedelijk 
nimmer ervaren. Maar één ding meen ik met zekerheid te mogen aan- 
nemen: dat die eerste levende wezens van stoffelijken aard waren. Die stof 
zal dan vermoedelijk wel reeds protoplasma geweest zijn, of tenminste een 
organische stof, die gemakkelijk in protoplasma kon overgaan. Maar deze 
laatste gedachtengang is een zuiver chemische redenering, die zich niet in 
verband laat brengen met het onmiskenbare feit, dat protoplasma alleen 
bekend is in den vorm van afzonderlijke levende wezens en ook uitsluitend 
door zulke wezens kan voortgebracht worden. 

Toch is, betrekkelijk nog niet lang geleden, de voorstelling gangbaar 
geweest van een ongeorganiseerde en vormloze massa ener levensstof, die 
nog heden ontstond op den bodem van diepe zeeén en waaruit zich 
gevormde levende kernen van omschreven gedaante konden losmaken, die 
zelfstandig gingen rondzwemmen. Zij sproot voort uit de waarneming der 
Challenger-expeditie, dat soms bij diepzeedreggingen een geleiachtige 
massa opkwam, waaruit flagellate Infusorién uitzwermden. Uitgaande van 


1) De tegenovergestelde mogelijkheid, dat alle onbezielde stof oorspronkelijk uit 
bezielde (dus levende) stof ontstaan zou zijn, lijkt mij daarom minder denkbaar, omdat 
het ,,leven”, zoals wij het in zijn oneindige verscheidenheid waarnemen, toch een enkel- 
voudig natuurverschijnsel is, dat aan zeer beperkte voorwaarden der omgeving is gebonden, 
in de eerste plaats aan uiterst begrensde temperatuurgraden. Daar wij nu wel, ,,met 
zekerheid mogen aannemen”, dat de aarde ontstaan is als een gloeiend vloeibare bol, die 
zich aan zijn oppervlakte langzamerhand heeft afgekoeld, tot op een warmtegraad, waarop 
Leven mogelijk werd, moet op dat tijdstip een stof aanwezig zijn geweest, waaruit zich 
de eerste levende wezens konden ontwikkelen. Die stof kon dan tevens als voedsel voor 


die eerste bionten dienen. 
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de onderstelling, dat deze Infusorién uit de vormloze gelei waren ontstaan, 
werd aan deze laatste de naam Bathybius gegeven. Lange tijd heeft die 
naam in de voorstellingen der Evolutieleer rondgespookt, totdat afdoende 
werd aangetoond, dat men hierbij met een neerslag van zuiver anorgani- 
schen aard te doen had, waarin levende organismen bij de vorming van 
het substraat waren besloten geraakt. 

Desniettegenstaande zou ik tot de voorstelling ener ongeorganiseerde 
levensstof willen terugkeren, omdat het’mij nog het waarschijnlijkst voor- 
komt, dat er aanvankelijk slechts levenloze organische stof aanwezig was 
(laten wij zeggen eiwitten) en dat een klein gedeelte daarvan is gaan 
leven (men zou kunnen zeggen bezield is gewordéh). Die eerste levende 
wezens konden zich dan voeden met het niet-levend substraat, waaruit zij 
ontstaan waren, die dezelfde chemische (eiwitachtige) samenstelling had 
als zij. Die eerste levende protoplasten zullen wel een zeer eenvoudige bouw 
gehad hebben, misschien kropen zij bij wijze van Amoeben met behulp van 
pseudopodién op de grens van lucht en water rond. Maar één grondeigen-~ 
schap moeten zij m.i. bezeten hebben, namelijk de polariteit, daar deze aan 
alle levende wezens eigen is, hoezeer zij vaak door aanpassing aan bijzon- 
dere levensvoorwaarden wordt verborgen. Hoe ontstonden nu daaruit de 
planten? d 

Door onbekende oorzaken verwierf een gedeelte der eerste levende 
Protoplasten het vermogen om koolzuur te assimileren en het daaruit be- 
reide zetmeel onder opslorping van zouten uit den bodem tot eiwit te 
verwerken. Dit vermogen dankten zij aan de groene kleurstof, die zich in 
hen had gevormd, maar noodzaakte hen tevens om zich aan den bodem 
te ‘hechten. 

Deze noodzaak werd hun in zoverre noodlottig, dat zij in zintuigelijk 
en dus in geestelijk opzicht niet meer in staat waren zich te differentiéren 
tot het hogere niveau, dat vrijlevende organismen konden bereiken. Wel 
maakten zich enkele hunner weer van de bodem los en keerden tot het 
vrije leven terug, maar daar zij voor hun voeding en groei op de assimilatie 
aangewezen bleven, moesten zij in ondiep water of op vochtige plaatsen 
in het licht blijven en misten dus alle prikkel tot activiteit voor het ver- 
meesteren van voedsel. 

Ten gevolge van de al of niet volledige vasthechting maakte de oorspron- 
kelijke bilateraal-symmetrische bouw plaats voor de spiraalsgewijze actino- 
morphie. 

Maar in onderdelen, zoals bladen en bloemen, vruchten en zaden, hand- 
haafde zich in vele gevallen de oorspronkelijke tweezijdigheid, zij het 
slechts voor een korte periode, zoals in de kiemplanten vooral die der 
Dicotylen. 

In dit opzicht is het wel ‘heel opmerkelijk dat bij Salvinia, een water- 
varen, de bladen in drie rijen gerangschikt zijn, en daarbij de middelste rij, 
die naar onderen in ‘thet water afhangt, een geheel andere bouw heeft dan 
de beide terweerszij. 
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Men kan dus zeggen, dat Salvinia volledig bilateraal-symmetrisch 
gebouwd is. 

Daar de losdrijvende watervarens, evenals andere waterplanten, te be- 
schouwen zijn als losgeraakte landplanten, is het wel waarschijnlijk, dat 
deze bilateraliteit mag opgevat worden als een geval van atavisme. 

De eigenschappen, waarin planten en dieren met elkaar overeenstem- 
men, zijn juist de hoofdkenmerken van het levende protoplasma: stof- 
wisseling, ademhaling, uitscheiding, groei, voortplanting en dood. Van de 
oorspronkelijke bewegelijkheid zijn bij planten slechts sporen overgebleven, 
zoals nutatie onder den invloed van het licht. Deze immobilisatie mag 
toegesciireven worden aan het wortelen in den bodem. Bij dieren heeft 
vasthechting dezelfde uitwerking gehad. Dat echter ook bij planten de 
gevoeligheid voor uitwendige prikkels nog behouden is gebleven, open- 
baart zich aan de reacties der planten op zwaartekracht, licht, warmte en 
vochtigheid en in enkele gevallen op schoksgewijze aanraking, zoals bij 
het kruidje-roer-mij-niet en de vleesetende planten, ook bij de meeldraden 
van Berberis, en vooral bij het ontluiken der bloemen. 

Deze opvatting van den oorsprong der plantaardige natuur schijnt mij 
door de gegevens der Palaeontologie bevestigd2), zoals die vermeld 
worden door Professor LAM. Als oudste landplanten beschouwt hij de 
Psilophytales, waarvan Rhynia als zeer oorspronkelijk en primitief ge- 
bouwd wordt geacht. Deze bestaat uit een stam en heeft dus klaarblijkelijk 
in den grond geworteld. Aan zijn top verdeelde deze stam zich vorksgewijs. 
De tanden der vork herhalen de bifurcatie, wanneer zij vegetatief van aard 
blijven, maar als zij aan hun top een sporangium voortbrengen, komt daar- 
door aan hun verdere groei een eind. Deze overgang tot de generatieve 
toestand kan aan beide takken van een bifurcatie plaats vinden of slechts 
aan een ervan; in dit laatste geval maakt de symmetrische bouw plaats 
voor een asymmetrische. Wanneer deze differentiatie zich in opvolgende 
bifurcaties herhaalt, ontstaat een sympodium, dat door strekking der 
opvolgende dragers van de vorktanden overgaat in een monopodium, en 
daardoor wederkeert tot de bilaterale symmetrie die ten gevolge der fixatie 
overgaat in de spiraalsgewijze vertakking. Blijven n.l. de opvolgende 
bifurcaties niet in hetzelfde vlak gericht staan, maar in vlakken, die een 
hoek met elkaar maken, dan verkrijgt het geheel een radiair-symmetrisch 
karakter. Dit heeft geleid tot de cormophytische bouw van het overgrote 
deel der hedendaagse landplanten. 

De voorstelling van twee afzonderlijke rijken van levende wezens: 
Planten en Dieren, heeft zich vroegtijdig in het menselijk brein ontwikkeld 
door de onwillekeurige waarneming van het verregaande verschil tussen 
de hogere dieren en planten in ’s mensen onmiddellijke omgeving. Naar- 
mate ook de kennis der in het water levende wezens en vooral die der 


2) Ontleend aan H. J. LAM, ‘Classification and the new Morphology, Acta Biotheo- 
retica, Vol. VIII, 1948. 
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microscopische organismen tot onze voorstellingen doordrong, werd de 
grens tussen beide rijken hoe langer hoe onduidelijker. HAECKEL trachtte 
de moeilijkheden te ontgaan door een middenrijk te beramen: de Protisten, 
maar bereikte daarmee niet anders dan het bezwaar te verdubbelen. 

Naar ‘t mij voorkomt, vervalt de moeilijkheid wanneer men de planten 
beschouwt als organismen, die in een zeer vroeg stadium der Evolutie van 
de levende wezens op een doodlopend spoor zijn geraakt door de vast- 
hechting aan den bodem, waardoor alle mogelijkheid van geestelijke 
ontwikkeling werd afgesneden. Om het kort te zeggen: Planten zijn 
»verworden” Dieren. 

In verschillende mate delen zij dit lot met tal van andere levende wezens, 
die zich aan bijzondere levensvoorwaarden hebben vastgeketend, zoals 
parasieten, onderaards levende dieren (b.v. Termieten), vastzittende 
levenswijze (sponsen, koralen, zeelelies, paalwormen), terugkeer in zee 
(walvissen, zeekoeien) en tal van andere. 

Om ons tot den invloed der vastzittende levenswijze te bepalen: degene- 
ratie ten gevolge van immobilisatie kon (en kan) ieder type van organismen 
treffen, wat ook de hoogte zijner ontwikkelingstrap was op het tijdstip van 
intreden van den verwordenden invloed. Zij kan gepaard gaan met hoge 
specialisatie en differentiatie zowel in morphologische als in functionele 
zin, maar kan ook leiden tot algeheel verlies dier eigenschappen en ver- 
mogens. Om van beide uitwerkingen der fixatie enkele voorbeelden tte 
kiezen uit de talloze, die de wereld der levende wezens ons biedt: De 
Sacculina, een parasiet op Kreeften en Krabben, is zelf een geheel ge- 
degenereerd Crustacé, die alle bewegings- en waarnemingsorganen kwijt- 
raakt, wanneer zij als vrijzwemmende Nauplius-larve zich aan haar 
slachtoffer vasthecht en met haar kopeind daarin doordringt. Dit vooreind 
groeit daarbij tot een vertakt stelsel van zuigdraden uit, dat doet denken 
aan het wortelstelsel der planten. Op geheel andere wijze werkt fixatie 
zonder parasitisme bij naverwanten der Sacculina: de Zeepokken en 
Eendenmossels onder de Cirripede Crustacé en, die weliswaar hun ge- 
zichtsvermogen en hun monddelen verliezen, wanneer hun vrijzwemmende 
larven zich op allerlei voorwerpen, zowel levende als levenloze, vast- 
hechten met hun kopvoelers, maar daarna een zeer samengestelde behui- 
zing van kalkplaten voortbrengen op de mantel, waarin zij zich hullen. 

Hoe hardnekkig de erfelijke nawerking ener eenmaal aanvaarde fixatie 
is, blijkt bijzonder duidelijk in die gevallen, waarin sommige leden ener 
aan den bodem vastgehechte dier- of plantengroep zich weder uit dien 
toestand ‘hebben vrijgemaakt. 

De Stekelhuidigen leveren daarvan bijzonder duidelijke voorbeelden. 
Onder ‘de Haarsterren, wier oudste vertegenwoordigers reeds met of 
zonder steel bevestigd waren, heeft de recente Antedon zich daarvan weten 
te bevrijden, maar doorloopt in zijn ontwikkeling nog steeds een stadium 
van gesteeldheid. Zeesterren en Zeeégels zijn alle vrijlevend, en evenzo 
de Holothurién, maar in de ontogenie der eerste treedt voorbijgaand een 
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voetvormig orgaan op, dat blijkbaar het rudiment van een steel is. Aan 
hun tweezijdig-symmetrische larven ontwikkelt zich de aanleg van het 
volwassen dier als een knop, die van den aanvang af meerstralig (meestal 
5-stralig) is. De radiaire symmetrie hangt dus klaarblijkelijk met den 
Overgang tot het vastgegroeide leven samen en de terugkeer tot een vrij- 
levend bestaan kan dien radiairen bouw niet meer uitwissen, evenmin als 
deze vermocht de sporen der oorspronkelijke bilateraliteit geheel te ver- 
bergen. 

Ook de mens doorloopt in zijn ontogenie een vastzittend stadium en 
draagt de sporen daarvan gedurende het gehele extrauterine leven mee 
in den vorm van het navellitteken. 


Als samenvatting van den gedachtengang, die tot het bovenstaande 
betoog theeft geleid, moge het volgende in het midden worden gebracht. 

Leven op aarde werd slechts mogelijk toen deze aan haar oppervlakte 
voldoende was afgekoeld. Toen die toestand aanbrak, hadden zich waar- 
schijnlijk wel allerlei chemische verbindingen gevormd uit de grondstoffen, 
die tevoren in ongebonden toestand aanwezig waren, of misschien zich uit 
een enkele oerstof hadden gedifferentieerd. 

De Koolstof leverde enkele levensvatbare verbindingen, de Kiezelstof 
slechts levenloosblijvende. Hoe het leven in die meest samengestelde 
Koolstofverbindingen werd opgewekt, blijft even onverklaarbaar als alle 
andere natuurverschijnselen. Denkbaar is alleen, dat die eerste levende 
wezens zich konden voeden met de eiwitten, waaruit zij zelf ontstaan 
waren. 

Men mag zich hen denken als vrij bewegelijk. Voor hun stofwisseling 
en groei waren zij behalve op het substraat waaruit zij zelf waren voort- 
gekomen, aangewezen op het zouten bevattende water hunner omgeving. 

Toen echter aan het proces der eiwitvorming buiten het leven om, door 
onbekende oorzaken een einde kwam, konden de daaruit gevormde levende 
wezens slechts op twee wijzen blijven bestaan, te weten of door andere 
op te eten, terwijl zij tevens zich door deling vermenigvuldigden, of door 
zelf eiwitten te gaan voortbrengen uit minder samengestelde z.g. anorgani- 
sche verbindingen: Enkelen hunner verwierven dit laatstgenoemde ver- 
mogen, in den vorm van het koolzuur-assimilerende chlorophyl, maar 
werden daarbij gedwongen de benodigde zouten op te slorpen. Deze zouten 
vonden zij aanvankelijk voornamelijk in den bodem, zodat zij zich aan den 
grond moesten vasthechten, waardoor zij hun vrije bewegelijkheid kwijt 
raakten. Wel keerden in alle volgende tijdperken enkele tot de vrijzwem~- 
mende levenswijze terug, maar dat kon hen niet meer van den eenmaal 
onderganen invloed der fixatie bevrijden. Deze laatste overweging meen 
ik te mogen gronden op het feit, dat al dié groene organismen, die vrij in 
het water leven en daarbij geen kenmerken vertonen, welke op een oor- 


spronkelijk verblijf op het droge wijzen, het niet verder gebracht hebben 
3 
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dan de allereenvoudigste typen van organisatie (b.v. de Blauwwieren). 
De op het land gebleven planten differentieerden zich daarentegen even- 
goed als de dieren in allerlei richtingen en graden, maar bleven daarbij 
toch steeds in ‘de hogere levensfuncties bij deze laatste achter, ten gevolge 
van den remmenden invloed der fixatie. 

De ontwikkelingsdrang die tot deze differentiatie drijft, is een der vele 
vormen van het natuurverschijnsel der onafgebroken veranderlijkheid van 
de gehele levende wereld. 

Beschouwt men Leven als een vorm van energie, dan zou men kunnen 
zeggen, dat het daarvoor vatbare stoffelijke substraat met die energie 
,geladen” wordt, en bij den dood weder door haar verlaten, zonder dat 
de massa der stof verandert. Uit dat oogpunt vertoont het Levensver- 
schijnsel overeenkomst met de energievormen in t algemeen, zoals electri- 
citeit, magnetisme, warmte, die om zich te manifesteren, materie behoeven 
waaraan zij zich kunnen meedelen, en die zij ook weer kunnen verlaten. 
Weliswaar leidt deze vergelijking niet tot dieper inzicht in het Levens- 
verschijnsel, maar ook in dat opzicht verschilt dit mysterie niet van elk 
ander natuurverschijnsel. Al kan men de wetten waaraan zij gehoorzamen, 
nauwkeurig bepalen, hun eigenlijke wezen blijft ondoorgrondelijk. 


Zusammenfassung. 


Die ersten Lebenserscheinungen auf der Oberflache der Erde kénnen 
nur aufgetreten sein nachdem diese sich geniigend abgekihlt hatte. Das 
Leben selbst ist eine Form der Energie, die gebunden ist an eine einzige 
Beschaffenheit der Materie: das Protoplasma. Um sich anfanglich mani- 
festiren zu kénnen, musz diese Substanz in zusammenhangender Masse 
da gewesen sein, woraus selbstandige beseelte Organismen sich loslésen 
kénnten. Diese fanden in der nicht beseelten Grundmasse ihre Nahrung. 
Es ist deshalb nicht notwendig anzunehmen, dasz diese ersten Organismen. 
schon die Fahigkeit der Kohlensaure-Assimilation besaszen. Viel wahr-- 
scheinlicher ist, dasz dieses WVermégen sich erst nachtrachlich bei einem 
Teil der ersten Lebewesen entwickelte als eine Variation, wodurch sie 
von der Albumen-Ernahrung unabhangig wurden, aber zugleicherzeit ihre 
freie Bewegligkeit verloren, weil sie genétigt waren mit ihrem aboralen 
Pole in den Boden einzudringen, zur Absorbtion der notwendigen Salze. 
Dadurch ging die urspriingliche bilaterale Symmetrie verloren, die fiir die 
radiale Platz machte, obwohl Sie sich in Unterteilen wie Blatter, Bliiten, 
Friichte, Samen, Keimpflanzen, in vielen Fallen deutlich handhabte. 

Die ersten palaozoischen Pflanzen, wie Rhynia besaszen noch die bila-. 
terale dichotomische Verastelung. Einige rezente Laubpflanzen wie Salvinia 
besitzen sie ebenfalls, wohl als Riickschlag auf dlteste Anlagen. Alle im 
Wasser freilebende héhere Pflanzen miiszen als Landpflanzen, die sich aus: 
der Anheftung an den Boden freigelést haben, betrachtet werden. Dadurch 
haben sie die Beweglichkeit zwar in beschranktem Masze wieder erlangt, 
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aber die Méglichkeit héherer geistiger Entwicklung ist fiir alle Pflanzen 
unwiderruflich verloren. In dieser Hinsicht kénnen Pflanzen als degenerierte 
Tiere bezeichnet werden. 


Summary. 


Living animals could only appear on the surface of the earth, when this 
had sufficiently cooled down, and there had been formed a substance, 
in which the phenomena of life could manifest themselves. Though not 
yet living, this material already must have possessed a structure identical, 
or nearly so, to protoplasm. In accordance, the remaining, non-animated 
bulk of this substance could afford nutrition to the organisms, that had 
differentiated themselves from it. Consequently they did not need to 
possess from the first instance the faculty of assimilation. Afterwards, 
from unknown causes, this faculty arose in part of them, which thereby 
at the same time were obliged to fix themselves into the earth to absorb 
the necessary salts for the formation of albumens. Moreover their oral 
part grew out to the stem, which by bifurcation produced branches and 
leaves. In consequence of this fixation the original bilateral symmetry of 
the first green organisms changed into a radial configuration, passing 
through a spiral arrangement of their branches. 

By this modification the contrast between dorsal and ventral surface of 
the originally zygomorphic organisms got effaced, but maintained itself 
in many details of its structure, e.g. leaves, flowers, fruits, seeds, prothallia, 
and even shows itself in some fullgrown plants as the palaeozoic Rhynia 
or the recent Salvinia; the latter is to be considered as a case of atavism. 

Therefore we are justified to assert, that plants, by acquiring the faculty 
to produce chlorophyll, ‘have lost the opportunity to reach a higher level 
of mental development, and so in a certain sense may be considered as 
degenerate animals. 


Résumé. 


Le phénoméne de la vie, qui est une forme speciale d’énergie, ne peut 
s'étre manifesté qu’aprés un abaissement suffisant de température de la 
surface de la terre. Parmi les nombreux procédés chimiques 4 cet’époque 
une masse de matiére inorganisée conforme au protoplasme peut sétre 
formée. Dans ces masses certaines parties se differenciérent et devinrent 
des organismes vivants et indépendants, qui pouvaient se nourrir de la 
reste de la substance non-organisée. Par cette conception du commencement 
de la vie, nous ne sommes plus obligés de supposer que les premiers 
organismes possédaient déja la faculté de l’assimilation de l’acide carbo- 
nique. Au contraire, cette faculté ne se dévelopa que plus tard dans une 
partie des premiers organismes en guise d'une variation accidentelle. Grace 
a elle ils devinrent indépendants de la nutrition avec la masse de l’albumen 
inorganisé, mais en méme temps ils furent obligés de se fixer dans la terre, 


? 
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pour l'absorption des sels nécessaires 4 la production de nouveau proto- 
plasme. Cette fixation, tout en rendant les plantes indépendantes de la 
nutrition organique, en méme temps leur fermait l’accés aux fonctions 
psychiques. Dans ce sens on peut prétendre que les plantes sont des 
animaux dégénérés. 

En outre, cette immobilisation nécessitait un changement de leur structure 
originale selon le type de symmétrie bilatérale, qui se transformait en un 
arrangement radial des parties de leur corps. Ce changement de symmétrie 
était accompagné d'une différentiation spéciale des deux bouts de l’orga- 
nisme bipolaire; l'extrémité orale devenant la couronne, l’aborale pénétrant 
dans la terre en forme de racine. La zygomorphie originale cependant se 
maintenait dans maintes parties, comme feuilles, fleurs, fruits, semences 
et surtout dans les germes des Angiospermes. 

Dans ce regard il est remarquable que les plus anciennes plantes comme 
les Rhynia de l’ére paleozodlogique montrent une ramification bifurquée, 
gui répond a la symmétrie bilaterale, mais qui passe a la symmétrie radiaire 
par torsion en forme de spirale, 


Physics. — Unitary Quantum Electron Dynamics I. By H.J.GROENEWOLD. 
(Koninklijk Nederlands Meteorologisch Instituut te De Bilt.) 
(Communicated by Prof. F. A. VENING MEINESz.) 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


1. Introduction. 


1.1 Source particles and carrier particles. In a previous paper1) (here 
refered to by 1) we have distinguished source particles (e.g. electrons) 
and carrier particles (e.g. photons). The carrier particles are emitted and 
absorbed by source particles and in this way they lead to a (e.g. electro- 
magnetic) interaction between source particles. Because the carrier particles 
have a finite velocity there will be a time lag in this interaction. 

1.2 Dualistic and unitary theories. 1.21 Dualistic theory. In the usual 
dualistic theories the two kinds of particles are treated separately without 
conspicuous relations between the properties of carrier particles and those 
of source particles. 

1.22 Unitary theories. Unitary theories intend to give a complete descrip- 
tion entirely either in terms of fields of carrier particles (f-theory) or in 
terms of source particles (p-theory)..We shall only be concerned with the 
latter type and further omit the prefix p. 

A unitary theory has to give the complete equations of motion of the 
interacting source particles. Because of the time lag in the interaction the 
description will be extremely complicated if not impossible. Not before 
the theory has been completely established in terms of source particles, 
fictitious carrier particles which are created and annihilated may be 
formally introduced in order to simplify the description. 

1.23 Balance. 1.231 Dualistic versus unitary theory. The time lag in the 
interaction makes that in unitary theory the boundary conditions if they 
can be stated at all will be frightfully complicated. Further it makes that 
the energy-momentum which is lost by one source particle in a given region 
of time-space is gained by another source particle in a different region of 
time-space. In this way conservation of energy-momentum becomes rather 
intricate. The same holds for loss and gain of charge in case the carrier 
particles of the dualistic theory are supplied with some kind of charge. 

In the latter case the source particles (e.g. nucleons) emit and absorb 
in the dualistic theory carrier particles (e.g. charged mesons), which in 
their turn act as source particles and in this capacity emit and absorb still 
other kinds of carrier particles (e.g. photons). The latter lead to a (e.g. 
electromagnetic) interaction between all charged particles, Strictly a some- 
what similar situation always exists in general relativity theory in which 
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all particles, source particles as well as carrier particles, have gravitational 
interaction. In such cases one needs to be highly optimistic in order to 
have still expectations of a unitary theory. 

Altogether if within certain limits a unitary theory might be possible 
at all it would be extremely complicated and intractable. On the other 
hand the dualistic theory gives a straightforward and relatively simple 
description which is continuous in time-space with proper differential 
equations of motion, clear boundary conditions and differential conserva- 
tion relations. It is not astonishing that it is always the dualistic theory 
which is used in practice. 

1.232 Unitary versus dualistic theory. In spite of the perhaps unsur- 
mountable difficulties it might still be worth while to deal with some aspects 
of what might be a unitary theory if ultimately it were feasible. Even an 
imperfect unitary theory might be able to throw some light on the 
possibility of 


U, another outlook on dualistic theory; 
U; further developments in unitary theory, which are untranslatable 
into dualistic theory 
(there is no U,; it can be seen in 1.3 why not). 


1.2321 Other outlook. As long as the unitary and dualistic descriptions 
are supposed to give the same observable behaviour of source particles 
they can be translated into each other. Yet each of them may show 
aspects which are not as easily brought to light in the other description. 

In particular a unitary theory would completely derive all properties of 
carrier particles from the properties of interacting source particles and/or 
the way in which the carrier particles are introduced. 

1.2322 Untranslatable developments. It is quite conceivable that in a 
further development a unitary theory would be modified in a way, which 
could no longer be translated into a dualistic description. In such a case 
the dualistic theory could be maintained as an extremely useful approxima- 
tion, but the unitary theory would become of fundamental importance. 

This possibility in particular refers to the divergence difficulties con- 
nected with pair processes and self interaction. 

1.3 Queries. Corresponding to U, and perhaps to Us there are the two 
remaining problems (Qs slightly extended) of 1: 


Q, how are the relations between the properties of carrier particles and 
those of source particles; can in particular the former be derived 
from the latter? 


Qs; how shall negative states and pair processes and self interaction be 
dealt with? 


In this paper we shall be concerned with Qy. Qs will only incidentally 
be touched in connection with the negative states of carrier particles. 
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1.4 Conditions. We mention some of the most striking conditions which 
a unitary theory would have to satisfy. 

1.41 Opaqueness condition. There is one condition which can directly 
be seen to be necessary in order that carrier particles can entirely be 
eliminated from dualistic theory. Every carrier particle which is absorbed 
by a source particle must have been emitted by another source particle 
and every carrier particle which is emitted by a source particle must be 
absorbed by another source particle. Because identical particles are 
indiscernible, no carrier particles at all can be allowed to enter into or to 
escape from the physical universe, not even such ones which never have 
been emitted and never will be absorbed. If the universe is not opaque 
for carrier particles, a unitary theory if possible at all cannot be equivalent 
to the dualistic theory. 

1.42 Asymmetry. Processes of emission and absorption of carrier 
particles (radiation processes) are connected with a peculiar kind of 
asymmetry, which if suppressed at one place peeps up at another place. 
It appears in relation with retarded or advanced fields or in the properties 
of radiation damping. Emission of carrier particles occurs spontaneously 
or induced, absorption only induced. In unitary theory this asymmetry will 
have to appear in another form. If energy-momentum is transfered from 
one source particle in a certain region of time-space to another source 
particle in another region, the energy loss has always to occur earlier in 
time than the energy gain. This asymmetry, which appears to be rather 
fundamental, is obviously not an asymmetry in time; loss and gain (like 
emission and absorption) are interchanged under reversal of time. 

This asymmetry condition will be considered in a later paper. That 
paper (here refered to by 3) will deal with some unitary aspects of what 
in dualistic theory are radiation processes. 

1.43 Interference and diffraction. The periodic wave aspect of carrier 
particles (e.g. photons) is unrefutably established by interference and 
diffraction phenomena. In a unitary theory not only the carrier particles, 
but at the same time their periodic wave aspect will be lost. The periodicity 
conditions, which are responsible for the observable interference and dif- 
fraction effects, have then to be derived from the properties of the inter- 
acting carrier particles. Also this point will be considered in 3. 

1.44 Vacuum effects. In dualistic theory there are effects of vacuum 
polarization by virtual creation and annihilation of the same pairs of source 
particles and of vacuum fluctuations of the carrier field by virtual emission 
and absorption of carrier particles by the same source particle (self inter- 
action), which in spite of malignant divergences are of fundamental im- 
portance 2). It is not only a task of Qs to ask for such a modification of the 
theory which removes all divergences, but also to take care that the relevant 
effects are not removed at the same time. 

1.5 Unification and quantization. One could try two different ways from 
dualistic classical theory to unitary quantum theory. The one is via unitary 
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classical theory, the other via dualistic quantum theory. We shall rove 
about a little along the latter way. 

1.51 Dualistic quantum theory. Those principles of dualistic quantum 
theory which we shall need for this excursion will be reviewed in 2. 

1.52 Unitary classical theory. Though we shall not directly be concerned 
with unification of classical theory, it will be profitable to keep in mind the 
problems and achievements in this process. The problems are narrowly 
related to those of the unification of quantum theory. To some extent they 
have been solved for electromagnetic interaction between electric charges. 

As to the classical analogue of Q, the equations of motion have already 
been given by TETRODE 3) and FOKKER #). A thourough physical interpre- 
tation and discussion has been given by WHEELER and FEYNMAN 5). 

As to the classical analogue of Qs there is a recent attack by FEYNMAN §), 
Also other suggestions could be thought of 7). 

1.6 Simplifications and limitations. As our derivations will appear a bit 
complicated it will be advizable to omit all those complications which are 
not strictly essential for understanding the fundamental problem. Therefore 
we shall in the first place restrict the source particles to electrons and the 
carrier particles to photons. So we shall only consider electromagnetic 
interaction between electrons. The generalization to meson interaction 
between nucleons gives no fundamental new difficulties as long as nothing 
(like disintegration) happens to them but emission and absorption by 
nucleons. 

Further we shall have to resort to very simple models and even then our 
considerations will remain rather poor. In spite of all this it is hoped that 
they can throw a bit of light on Qo. 


2. Dualistic theory. 


In 1 the interaction between particles of different kinds has hardly been 
mentioned. In the dualistic part of the present paper the interaction 
between source particles (electrons) and carrier particles (photons) is of 
primary importance. 

2.1 Photons. Before dealing with this interaction, we first recollect some 
results of 1 for the case of photons (spin = 1, m= 0). 

2.11 Notation. For photons we shall now write the time-space vectors, 
which occur as arguments in the wave functions, as (cs, yt, y2, y3) = 
= (y® y, y?, y3) (—g0° = git = g?2 — g33 — 1). The wave operators 
replace some of these sets by other sets, which we now write as 


(ct, x1, x2, x3) = (x9, x1, x2, x3). Thus for photons the co t) and ty. s) 


> > 

of 1 are now written as (y,s) and (x,t) respectively. The reason for this 
interchange will become clear later on in 2.2122, when the interaction 
with electrons is introduced. 


2.12 Equations of motion. The equations of motion for free photons are 


> > => 
L {yk sk} (yi $1,Y252,... (4% B=O (k= 1 2.501) eet) 
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where 


Liv.si=(¥) ‘Bex 


i Oy* dyn . . . . . * ° (2) 


In the absence of electrons the wave functions @ are subjected to the 
supplementary conditions 


> 


7 ores 
aes reBabeea== | Se =O a8 i eh ae ee | 


If the conditions (3) are satisfied together with their first order time’ 
derivatives at a given set of initial times, (1) makes that they are satisfied 
at all times. 

2.13 Reference functions. A complete system of orthonormal solutions of 
the 1-particle equation 


Wipsiesi*—0: aM a cin aars aaa f ) 


not subjected to supplementary conditions, is given by 


i see 
—._(t&cs—éy) 


- o> > ce 
(ys|\*~| sr) = “b|Exr)e per(en co )s a8 ts (5) 
with 4 4-vectors “b es (r = 1, 2, 3,.4) for which 


(sr|bt “b|Ess)=6;5, 
hg awaits hg 1G) 
2 *b | &xr)(€sr| b$= 63+ 2j%4,, 


where j? is an arbitrarily chosen normalized time-like vector (j* ja = 
= —1), which we take in positive time direction. 


2.14 Positive and negative states. 2.141 Density states. The indefinite 
density operator is ne ee gas. The positive and negative density 


states are distinguished by the eigenvalues + 1 and —1 of the operator 9, 
which is the product of the operator for which the exponentials (5) are 
eigenfunctions with eigenvalues + 1 and the operator (gaf + 2 ja js). 


2.142 Energy states. The energy operator is Gr - a 12. ihe 


i 
positive and negative energy states are distinguished by the + and — sign 
in (5). 

2.143 Charge conjugated states. The “charge” conjugated state of 


> > > > > > 
(ys|*p| Ezz) is (ys|*p|é+4)=(ys|*p|—F:0)- 
2.15 Creation and annihilation operators. The creation and annihilation 


operators a and at are defined by 
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(Esrlat| ys} (yi sie---ynsn|%-%" B= nt f (dyn) (40 Ph |ynsn) * a + 2)? ja) 


h 6 b i) 
Se eee ee - pees Ya Safer-=n ®, 
( : 3s,) 506 (1 S1,-. Yas | (7) 


> > > > 
}ys|a%|& ar) (y1 S1,---Yn—1 Sn-1 |“1-+-*n-1 D 


> > > > 
=n}Sp (ynSal*p | F 28) (ys $1. ++ - Yn—1Sn—1 |" -@0-1 @ 
if acting to the right and by the HERMITIAN adjoint relation (7+) if acting 
to the left. 

2.151 Wave operators. For photons we shall use dynamical wave 
operators (representation s,). In the distinction made in 1 between DIRAC’s 
1942 theory (D-modification) and the current hole theories (H-revision), 
there remained an ambiguity just in the photon case (cf. 1 4.3224). In that 
case we had to do with positive and negative energy functions and with 
positive and negative vectors. Each of them can be treated either by 
D-modification or by H-revision. That gives (writing small types for the 
vector treatment) the 4 combinations Dd, Dh, Hd and Hh. We shall con- 
sider them all. 

The dynamical wave operators are defined by 


> a +> > = > 
(xt* palys} = 2D f (dé) (xel” p |Sr) (Exe | ab |yso} |A,; 
> => > > > 
+2 s/ (dé) (xt|’p| Far) {yso|Pa|—Ezr) w*, 
> a > => > > > 
{yslPoit |x) = 3 EY (dB) fysol*al Fr) Earl of] x9 ay 
> => > => > 
+ 213) (dé) (—E srl ab] yso} (Exr| pt| xt) utz 


The /'s and y's are for the 4 combinations given by 


Dd Dh Hd Hh 

j| a oO. a Ae ary 1+1 a 1+1 

ty | Oy Oy +7 Jy <a a ae +7. Jy 

a an lel 1-1 
iy | 0 Fi hy (65 +2" i) +S h (9) 
syed a hs oa hs 1+1 Xs 4 od 
TS] 2+ 2Ai) OFA) SO +a) Stor +7, 

Te 0 he 1+1 a = 
Psy I Sy 3 8 —— 0, a Jy 


if acting to the right. If they act to the left 2 and J+ have to be interchanged 
in (9) and also w and ut, 
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2.152 Field operators. From the mutually HERMITIAN adjoint wave 
operators ~ and yt we form for later use the self-adjoint field operators 
®, and ®, 


(xt) = (2n)} Be (fy |? yt | x4) + (at les’ y50}), A 
10 


@, (xt) = (22) he ({y50|° pit | xt) — (tle p'g| 50} 


The numerical constant has been inserted for later purpose of normalization. 

Though it is quite a relief that the cumbersome notation for the wave 
operators has to be abandoned, the role of the omitted variables and dashes 
should continually be kept in mind. We shall further write the argument 


> 
(xt) in general as (x). 
2.16 D-functions. The asymmetrical and symmetrical invariant D-func- 
tions are (beause of m = 0 degenerated into) 


Dias a peri x. olecA te enon. 
rt ae aa 1 em 
Ds(x) = athe x* Xx i ahe fon » x+ =)/2% 


We shall also need their linear combinations 
DPE IAS) AK) oo 6, gee - he} 


2.17 Commutation relations. We check that for each kind of wave 
operators we do obtain the required commutation relations 


> 7 ee oa 
[(xt|.p2| yso} . Lyso |? pt | x’t’)]- 
+ + dé) > . > -> ty’ oF (13) 
= BB say Mery — Pay Hhary) J ( E) (xt |p |E +r) Ear | pt” | x’t’) 
— Jan! ram (x—x’). 


The commutators which give zero have not been written down. 
The field operators satisfy the commutation relations 


[Pea(x) » Bea (x’)]— = [Bsa (x), Psa (x’)|- = 2x (he)? guu 2Da (x—x’), oh 
[Dea (x) , Psa (x’)]- = 0. 
2.18 Empty-empty part. 2.181 Empty states. With a view to unification 


we shall be particularly interested in states in which no photons are present 


= 
(empty states). The wave function of such a state contains no sets (yso). 
If it contains no variables of particles of another kind, it is a constant. The 
empty state projection operator E has the eigenvalue 1 in the empty 
states, O in all other states. As the empty-empty part of an operator 


> > 
Q $y; S10» Yo S20,---} We define the operator 


> a 
E Q}y; Si, ¥2 520+ - -} E. ee ont eo aie |e (15) 
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It is that part of Q, which gives an empty state function if it operates upon 
an empty state function and zero otherwise. 
2.182 Order in time. Suppose we have a product of creation and annihil- 


ation operators, each containing a set (xt). We shall call the product well 
ordered in positive/negative time direction if the values of the successive t's 
do not increase/decrease if one goes from on factor to its neighbour in the 
direction to which the product operates. 
2.183 A product of exponentials. We shall later need the empty-empty 
part of a product of exponentials in the field operators of the form 
ee, ne 
k=1 
in which the n factors are well ordered in positive time direction. Because 
according to (14) the factors commute in world points with a space-like 
connection, the product (16) is independent of the choice of the time axis. 
Therefore we can order (16) with respect to the direction of the time-like 
vector j* used in (6), even if the time axis has a different direction. 
The product (16) can be expanded into a power series in the ®’s, 
Each @® is according to (10) a linear combination of a creation and an 


annihilation operator. Each creation operator adds a set (u50)3 each anni- 
hilation operator takes away such a set. If no sets are left to be taken 
away (empty states) the annihilation operator yields zero. Only those 
terms of (16) can contribute to the empty-empty part, which are a product 
of a number of creation operators and an equal number of annihilation 
operators and in which no factor is preceded by more annihilation than 
creation operators. Each of these products begins with a creation operator, 
which is supposed to act on an empty state function and ends with an 
annihilation operator, which than produces an empty state function again. 
The creation and annihilation operators of such a product can be dovetailed 
together with the help of (8) and (7), observing that the product is well 
ordered in the time direction of j*. The empty-empty part of (16) is finally 
obtained by summing all these terms. It is most easily seen by means of 
complete induction that the result is 


ie? ' 
n fe Sk st W cet (XprX7) 
He Be ee 


The cross factors (k 41) are counted twice, the ‘‘self’’ factors (k=) 
once. Whether ®, or ®, is used in (16), the function Waa: (x, x’ }-as 
determined by 


1 , ears < ”" , MT | yt eA 
re oat (Xi, 3 )= BD dtoy Mary [(dé) (Exe| yt [oe ese i p|ésr) 


it 4 eee ae 
+ ED May wha [(dE) (x! |?" p| Ear) (Eurlotr” |x’). (18) 
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2 and 3 dashes stand for 0 and 1 dash or crosswise in that way for which 
with respect to the time direction of j* x” is later than x”. We regard to 
this order in time we write 


rat f(x") Flx* +P (jax? +ljsx8l)), oo. S19) 


er te a 


so that for even and odd functions f(x) 


(pas (x) = feven (x), foaa (x) =o (x) foatx)e Ose 3 (20) 
Then (18) reads 
i , 
fe Wax (% x’) = FS" Asay Hoary + May Weary’) (g" + 2)? 7”) D3 (xx). (21) 
The 4 combinations Dd, Dh, Hd and Hh give different results 


t , 
he We (<x ) 


Dd | gaa: Do(x—<x’) 

Dh | (gax + 2jx jx’) Da(x—x’) 

Hd | gaa D%(x—x’) 

Ah | (gaz + ja ja) D'.(x— x!) + ja jor D'-(x—x’). 
The evaluation of the numerical coefficients in the expansion of (17) into 
a power series in the W’s is a matter of combinatorics. The corresponding 
coefficients in the dovetailed expansion of (16) are only partially a result 
of combinatorics, for the rest they are produced at the dovetails by the 
square roots which occur in (7). At this point the EINSTEIN—BOSE statistics 
of the photons play a decisive part. 

The functions Df (x) and Dj (x) are not only relativistic invariant but 

even independent of j*, because Ds(x) is even and Da(x), which is odd, 


vanishes outside the light cone. 

2.2 Electrons and photons. Now turning to the electrons and their inter- 
action with photons we first consider a single electron. 

2.21 1 electron. 2.211 Notation. For electrons we shall write the time- 
space vectors which occur as arguments in the wave functions as 
(ct, x1, x2, x3) = (x9, x1, x2, x3). In this paper we shall not use creation 
and annihilation operators of electrons so that we need no other sets 
than (x). Further we write the spin matrices (1,a', a?, a?) =(a@°, a', a’, a3). 
(a* transforms as a 4-vector density, Ba* as a 4-vector). 

2.212 Equations of motion. 2.2121 No photons. We put the electron with 
charge e and mass m in a given 4-potential field (A°, A1, A?, A). This 
field only serves to determine the unperturbed state of the electron and 
will not be quantized. The unperturbed equation of motion is 


Boe are 0~.*. Cae a. —,* (23) 


(22) 
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with 
be O 


KO [x] ar (FES teAele)) + Bmet rr || 


The density operator is 1, the inner product of yt| x) and (x |’ is 


[dx utle) ixiplod aes ee 


The wave function at a time t is determined by the wave function at 
a time ¢’ according to the integral equation 


(x |p? = f (dx’) N (x; x’) (xl t4p9;< ae BOGS <9 eG) 
where the nucleus N (x; x’) satisfies the differential equation 
~ KO fa} Nicer a) 0 se 


with the initial condition 
> > 
Nei so =O Ge) SS ee 


If (x|y|) is a complete orthonormal system of solutions of (23), 
N (x; x’) is given by 


Nici) = 2telv ea opus. sae 


2.2122 With photon interaction. In a photon field the equation of 
motion is 


(K°{x} + K'(x)) (eiyie---|y=O. . . . - (30) 

with the interaction operator 
KR! (x) ss ete m{aa- ae a ee 
The wave functions are taken up to date in the electron coordinates (x), 


> . 

which stand for (xt), and at the beginning in the photon coordinates (yxo), 
> 

which stand for (yx sxo), (k = 1,...... ). Speaking about the wave function 


at a certain time will therefore always refer to electron time. The 4-poten- 
tial operator ®, may be either ®,.. or Bs, of (10), the remaining one is 
redundant 8) and further on denoted by ®,q.. ®, in the equation of motion 
describes creation and annihilation of photons. It is formed from the wave 
operators of free photons. That means that apart from creation and anni- 
hilation the photons behave dynamically just as in the absence of charges. 
In order to determine the wave function at a time t from the wave 
function at a time ¢’ we shall prefer to use a not full-grown calculus intro- 
duced by FEYNMAN 9) without taking over his interpretation. This calculus 
which is mathematically in a rather undeveloped state provides a very apt 
tool for handling with the general formulation of our present problems. 
We divide the time interval ¢’ t into a large number p of infinitesimal 
intervals ¢’¢”, ¢” ¢”,.., t(?) (?+1) with ¢tl?+1) = ¢, Our expressions are 
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hoped to be valid in the limit p> co, max | t(#+1) — 40 | 0. Then we 
write 


(x3 y10, .../ylim U (/ (decim+1) N (x(™+)); aim))) 
— WORE) 


> (xim+l)a_x(m)ay a, (x(m')) : 
(Sy eas ts PDE 


oS 

x(™)2 lies in the interval x(™)* x("+1)¢, In order to get later on an easier 
notation we have symbolically written a sum in the exponent rather than 
writing the exponential under the product sign. That makes that whereas 
otherwise the product of exponentials had to be well ordered in time, this 
order has now to be observed in the sum of exponents. This comment has 
to be well observed for all following exponential operators, which without 
it would have to be understood in a different way. Also the N’s have to be 
well ordered in time. They commute with the exponentials. 

It is easily seen that (32) satisfies the equation (30) and the initial 
condition (x| y= (x’|w for t=’. This remains true if everywhere in 
(32) (x(™+1)¢—x(™+) is replaced by a%c (t(™+1) — t(™)), provided the 
ordered N’s are properly sandwiched between the ordered exponentials 
with which they no longer commute. 

It would of course also be possible to treat the interaction with the 
field Aa in the same way as that with the field ®,. Doing so one could 
write 

N (20 *9; x6) = NO (al +0); gel) oe (x(M+1)%_ (1m) %) A (x(m")) 33) 
where N° refers to free electrons. Dealing with N® becomes urgent if one 
is interested in the self interaction of the electron. That belongs to Qs. 

2.22 Many electrons. 2.221 Description. In describing a system of many 
electrons we shall use many-times theory 1°) 11), 

We do not consider creation and annihilation of electrons, their number n 
is taken fixed. We shall not use electron creation and annihilation opera- 
tors. Further in order to avoid unessential complications we shall not be 
concerned with electron exchange effects. Therefore we treat the electrons 
as if they were discernible and only account for the FERMI—DiRAC statistics 
by PAULI’s exclusion principle. 

2.222 Equations of motion. 2.2221 No photons. The unperturbed field Ax 
will be taken different for different electrons. The unperturbed equations 
of motion 


K fe} (x... xn/P2=0 (k=1,...n). . . (34) 


are independent of each other. There is no interaction between the elec- 
trons. The wave function at a set of times (f,,... t2) is determined by the 
wave function at a set of times (f,,...t,) according to 


ae ; 1 ' 
ese ra oe =|... / baa wes (dxn) N, (x13 x1) aN (Xni Xn) (X1,...Xn| Pe, (35) 
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The nuclei Nz and N; for different electrons (k 41) commute with each 


other. 
2.2222 With photon interaction. In a photon field the equations of 


motion are 

(Ko {2x} + KK! (xx)) (%1,- + Xn Yor + « +e =0 k= 1 a Co) 
where K1 (x) is given by (31). The commutation relations (14) make that 
the n equations (36) are only compatible if all world points xx and x: (k,l = 
= 1,...n; k Al) lie outside each others light cone 12), ie. if ¢ | tk —tr |< 


> > 
< | xx — x: |. The wave function at a set of times (t;, ... fn) is determined 
by the wave function at a set of times (t,,...t,) according to 


- ee 7k > 
(x1, .5 6 Xn Gio «-LPsslin DT (i (dare) Nie hr xe} 
koi m=! 

nee ‘i (37) 
a (xl et Nxt g) ag, (xl) 

= (15.20 Ket Biges toes 
For each k (k = 1,...n) the product of the Nz’s and the (symbolical) sum 
of exponents each have to be well ordered in all electron times. Everywhere 
in (37) (a(metla— x(a) can again be replaced by a% c (e+) — emp), 
provided the ordered N’s are properly sandwiched between the ordered 
exponentials. . 

(37) can be maintained for electron world points which lie inside each 
others light cone. 

2.23 Supplementary conditions. The wave functions are still subjected 
to supplementary conditions. They will be dealt with in 4.12. 


(To be continued.) 


Statistics. — A simple technique for producing random sampling numbers. 
By H. C. Hamaker. (Laboratorium voor Wetenschappelijk Onder- 
zoek der N.V. Philips’ Gloeilampenfabrieken, Eindhoven, Nether- 
lands.) (Communicated by Prof. H. B. G. Casimir.) 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


Summary. 


This note describes a simple dice-throwing technique for producing 
random sampling numbers, together with the results of tests applied to 
prove the randomness of the procedure. 


Having in war time no access to existing tables, I made some experi- 
ments to produce random sampling numbers for my own use which have 
led to the technique described below. The various tests as described by 
KENDALL and BABINGTON SMITH 1), when applied to series of from 10,000 
to 40,000 throws, did not show any signs of bias, so that it may be 
concluded that the procedure is a truly random one. Besides, the technique 
is extremely simple and may easily be used by anyone wishing to construct 
his own tables; it might, for instance, be useful as an exercise in the training 
of students. 


Fig. 1. The ten-sided die. Length 30 mm, diameter 30 mm, 

The only tool needed is a ten-sided die as shown in fig. 1. My own 
dice were made of brass, but they should preferably be made of some 
lighter metal. The ten sides have been marked from 0 to 9 in random 
order by numbers engrafted in one of the top faces, as shown in the figure. 

In a first series of experiments the die was thrown across the table and 
the uppermost number noted after it had come to rest, but bias was evident 
already after 1000 throws. 

It was noted that the surface of the table was not perfectly horizontal, 


so that when rolling down-hill the die would find its final position more 
10 
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hesitatingly than when rolling up-hill. As this might have some influence, 
separate series of throws were carried out in either direction with the 
results recorded in table I. 

TABLE I. 


Frequencies observed in 600 throws, up-hill and down-hill. 


Dowr-hill Up-hill 
Digit. |= eee ee 
Die No 1| Die No 2| Die No 1} Die No 2 

0 86 19 48 46 

1 42 41 63 58 

2 50 56 65 72 

3 42 85 64 65 

4 34 26 63 54 

5 37 57 48 51 

6 73 66 72 56 

Ti ae} 65 61 70 

8 51 68 55 54 

9 ae. 117 61 74 
Total 600 600 600 600 

x? 97.2 120.4 . 8.6 13.90 

y 9 9 9 9 

P ~ 10-15 | ~ 10-21] 0.473 0.126 


Two different dice were used, which both exhibit a pronounced bias in 
a set of 600 down-hill throws. By plotting the frequencies of the digits in 
the order in which they occur along the circumference of the dice, we 
obtain the two curves shown in fig. 2: die No 1 gives a curve with a single. 


Fiq. 2. The frequencies of single digits in 600 down-hill throws in consecutive order. 
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maximum, which might be due to excentricity of the centre of gravity, but 
die No 2 shows a curve with two maxima, and this cannot be so explained. 

A die rolling down hill loses energy by friction and gains energy by 
loss of height, the total being a loss since the die ultimately comes to rest. 
If the amount of energy lost in each step becomes very small, slight 
differences in the size of the faces of the die, or in the shape of the edges, 
may have a pronounced influence. I think it likely that the bias observed 
in the down-hill throws must be explained in this way. 

In keeping with this interpretation the bias in the up-hill throws, though 
perhaps still present, is so much reduced that it is not yet apparent in 
600 throws: the die now loses energy both by friction and by a gain in 
height, and its final position will mainly be determined by its initial energy. 

It may be added that the slope of the surface was only 4°, a slope of 1° 
being already sufficient to keep the die rolling down-hill when once set 
in motion. 

It was inferred from these observations that satisfactory results might 
probably be obtained, if a die in spinning motion is suddenly stopped by 
a strong frictional force, and this principle was brought in practice in the 
following simple way. : 

From the flat hand a die (as shown in fig. 1) was thrown spinning into 
the air and caught again in its downward fall; one of the ten side-faces 
was then selected by the thumb and the corresponding digit read off. 
To preclude personal bias the top face with the digits on it should not be 
visible while the choice is being made, a measure that can easily be effected. 

This practice proved entirely satisfactory. By throwing with the left 
hand and recording the digits on a typewriter with the right, 1000 throws 
could be completed in 40 minutes. At a later stage two dice were thrown 
simultaneously, one with each hand, an assistent recording the scores; 
in that way 1000 throws took not more than half an hour, including the 
insertion of a new sheet in the typewriter and a few corrections for 
misprints. 

As it does not seem likely that in this throwing technique one particular 
digit should have definite preference above the others, a correlation 
between successive throws must be considered as the main form of bias 
conceivable. And a bias of this kind is not very probably either, since 
both the throwing and the catching of the die are operations in which many 
random factors play a role, and in which it is not easy to achieve a great 
degree of regularity even after prolonged practice; it was estimated that a 
die made, on the average, about 5 revolutions per throw. 

But the final decision as to the absence or presence of bias should rest 
with the scores obtained. To settle this question the frequencies of “over- 
lapping” pairs have been recorded in a set of 10,000 singlehanded throws; 


that is, a series of scores 


61 80 38 05 
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was recorded as 61, 18, 80, 03, 38, 80, 05, and so on. Thus each single 
throw is recorded twice; once as the second and once as the first digit 
in a pair. Hence the marginal totals of rows and of columns in the 10 X 10 
frequency array (table II) are equal to each other and equal to the total 


TABLE II. 
Frequencies of ‘overlapping’ pairs in a series of 10,000 throws. 
Secon] 0, | <i [ai] esl Sealants a) tod eee 
gy Total 
First : 
digit Frequencies 


0 LZ LOS 98 99} 105 98 91 98 96} 101} 1,001 
75 | 100 91 95 937) 7 108))) 407 I 7103 100} 105 977 


1 

2 107 87) 5105 93: 106 1007} 103 91 105 96 993 
3 yf || OB) 96 82 88 {| 103.) 1067 1007 115) 6 966 
4 100; 102} 103 SOUL 102) 104 734 103.) ela 996 
5 UZ 100 105) 105:) 102) 100 98 95 100 99; 1,017 
6 

if 

8 

5 


104] 108 Soild Zale Oz 94 99 97 104 99 1,009 
102 83 98 95 86} 112 93\> 103 102} 109 983 
103 Se Ore ake 96 OS tae seed oF > 105) 203i 

99 Of 108 OS nieelOs dae LOS 935) LOZ a2 Lae aces 


Total 1,001 | 997 | 993 966 | 996 | 1,017 1,009 | 983 1,031 | 1,027 | 10,000 


72 = 73.64 22 = 12.44 P=0.214 
y =90 V27—1= 13.30 
RSENS 
TABLE III. 


Frequencies of ‘independent’ pairs in 20,000 double-handed throws. 


ae 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 8 | 9 
— Total 
First FE re * 
digit quencies 
92| 987 
1 101 93} 122] 100] 110] 115| 100] 93] 1,022 
2 108 91| 104] 102] 110] 102] 102] 92] 1,012 
3 97 108; 95] 94] 97] 89] 103| 97] 984 
4 103 120} 109} 96) 110) 95] 91]! 105] 1,026 
5 83 97| 114} 91} 98] 94] 79! 92] 958 
6 96 98} 100) 95] 107] 100] 101] 102] 1,024 
7 99 110) 103} 98) 98t> “871 761 qanhs one 
8 101 107} 107} 105} 83}| 94] 100] 100] 1,015 
9 103 94| 108] 1071 101] 92) 4151-07) —-o84 
Total | 992 | 1,005 | 1,008 | 1,009 | 1,059 | 1,002 | 1,016 | 966 | 958 | 985 | 10.000 
72 = 83.40 V272, = 12.92 P= 0.263 
y =99 V2y—1= 14.04 


A=—1.12 
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frequencies with which the single digits were observed. It is easily deduced 
that the number of degrees of freedom for the entire array is 90, 

As indicated at the bottom of the table the x°2-test applied to the entire 
array gives P = 0.214, and when applied to the marginal totals (see 
table IV A) P = 0.893; reasonable values which do not indicate bias. 

A second series of 10,000 double-handed throws gave a sequence of 
20,000 random digits, and the frequencies of these arranged in 10,000 
‘independent’ pairs have been collected in table III. 

The two sets of marginal totals are now independent and their sum is 
equal to the frequencies of the single digits; the number of degrees of 
freedom for the entire array is 99. The y2-test yields P — 0.263 for the 
complete 10 X 10-array and P — 0.527 for the single-digit frequencies 
(see table IV B). 

Finally in another set of 10,000 singlehanded throws the frequencies 
of the single digits were computed, and these were added to the sum of 
the corresponding frequencies in tables II and III. This gave us the single- 
digit frequencies for a total of 40,000 throws as shown in table IV C; 
P = 0.696, again a normal value. 


TABLE IV. 


Single-digit frequencies in various cases, 


Utes £3 ESS ewe eee Se 


0 


A. In 10,000 single-handed throws (table II) 


1,001 | 977| 993| 966| 996] 1,017 | 1,009 | 983 | 1,031 | 1,027 | 10.000 


y? = 4.23; y= 9; P=0.893 


B. In 20,000 double-handed throws (table III) 


1,979 | 2,027 | 2,020 | 1,993 | 2,085 | 1,960 | 2,040 | 1,954 | 1,973 | 1,969 | 20,000 


y27=7.93; y=9; P= 07527 


C. In a total of 40,000 throws (including tables II and III) 


4,000 . 3,996 | 4,077 | 3,898 | 4,058 | 3,957 | 4,008 | 3,950 | 4,027 | 4,029 | 40,000 


2 = 6.42; y=9; P=0.696 


Thus our data satisfy the frequency and the series tests‘), which 
provides fairly conclusive evidence that the technique adopted is reliable. 

In constructing their table of random sampling numbers KENDALL and 
BABINGTON SMITH 1) used a disc with the numbers 0 to 9 inscribed on its 
circumference and rotating past a pointer; in momentaneous flashes sat 
random intervals the number seen nearest to the pointer was recorded. 

When using this method much will depend on the reaction velocity of 
the observer, and if he should fall short in this respect, there is a danger 
of personal bias being introduced into the records; in one case such a bias 
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could actually be demonstrated from the frequencies of the separate digits. 
Similarly there might be some danger of a person being disinclined to read 
a certain number after it has repeatedly been observed, or being inclined 
to read a specified number if it has not occurred for a long time. 

Probably the numbers thrown as described above are less subject to 
bias of this kind; one should have to be a die-hard falsifier to introduce 
personal bias once the choice has been made, and the only bias possible 
is that which may be introduced in the throwing, the catching, and the 
chosing of one of the ten faces. 

To test for the kind of bias just mentioned KENDALL and BABINGTON 
SMITH 1) devised two other tests: the poker- and the gap-test. For the 
sake of completeness these have also been applied to the final series of 
20,000 double-handed throws giving P’s of 0.672 and 0.968 respectively. 
I shall not record the data in detail here; a fuller account has been published 
in Dutch in the journal ‘Statistica’ 2). 

I am indebted to Mr H. A. C. VAN DER LINDEN for his painstaking 
assistance in recording the throws and performing the tests. 


Eindhoven, 15 December 1947. 
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Mathematics. — Sur les espaces linéaires normés VI. By A. F. Monna. 
(Communicated by Prof. W. vAN DER WoUuDE.) 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


Cet article fait partie d'une série d’articles I, II, II, IV et V, publiés 
sous le méme titre'), ayant pour but l'étude systématique des espaces 
linéaires normés totalement-non-archimédiens. Ces articles sont supposés 
connus. Plus spécialement l'article est lié a l'article II, o& est donné un 
développement en série des éléments d’un espace totalement-non-archimédien 
localement compact. On verra qu'un développement en série analogue 
est possible pour des espaces plus généraux. Valution triviale du corps 
K, auquel appartiennent les coefficients, sera permis. 


§ 1. Nous ne considérons dans tout ce qui suit que des espaces 
linéares normés E totalement-non-archimédiens (voir I). 


La valuation du corps K est alors non-archimédienne (voir I, p. 1046). 
Les éléments a de K tels que |a|=1 constituent, comme il est connu, 
un anneau I. Les éléments a de K tels que |a|<1 constituent dans I 
un idéal premier sans diviseurs p; l’anneau résiduaire J/p est un corps. 
Si la valuation de K est triviale, les éléments de K appartiennent tous 
a des classes résiduaires mod p différentes et alors J/p est identique 4 K. 


Pour chaque Ce Ne Il’ensemble des points x€E tels que ||x||=C 
est un groupe abélien additif; de méme l'ensemble des x€E tels que 
||x||<C. On peut donc déterminer dans ce premier groupe le groupe 
quotient des classes résiduaires mod ||x||<C. Par Ec nous désignons 
l'ensemble des points x€ E tels que ||x||=C. Cet ensemble Ec est un 
espace linéaire par rapport a l’anneau J. En effet, si || x||=C, ||y||=C. 
on a ||x+y||=S max (||x||, ||y||)=C et si de plus a€J, donc |a/=1, 
on a ||ax||=|a|-|| x||/=C. 


Remarque. En se rapportant la définition des idéaux dans un anneau, 
on voit qu'il y a une analogie entre les idéaux et les sous-espaces Ec: 
on peut considérer ces espaces comme des idéaux de E par rapport a J. 
Supposons ate Ec(ae I, €E), donc |la ¢||=C, et supposons € pas dans Ec, 
donc ||£||>C; alors on a |a|<1, de sorte que a appartient a l'ideal 
premier p de J. A cause de cette propriété on peut appeler, d’aprés 
l'analogie avec la définition ordinaire des idéaux primaires, Ec un idéal 


1) Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch., Amsterdam, 49, 1045—1055, 1056—1062, 


1134—1141, 11421152 (1946); 51, 197—-210 (1948). 
Voir aussi: I. S. COHEN, On non-Archimedean normed spaces; id. 51, 693—698. 
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primaire par rapport 4 J. Cette analogie devient encore plus claire si 
nous supposons que le nombre | appartient 4 Ne de sorte qu'il existe un 
élément e de E tel que |/e||—=1. On a alors: si af€ Ec, & pas dans Ec, 
p. ex. || &||/ = C’(C’ > C), alors il existe un nombre entier 4 > 0 tel que 
a'ee Ec. En effet, on a |a|=C-C’—' et il suffit de choisir 4 tel que 
(C:C’y'< C, Etant donné un C < 1, l'idéal p se compose des éléments 
a de IJ tels qu'il existe un 4>0 tel que a’e€ Ec. Ici 4 depend de 
l'élément a. Si l’on suppose de plus que la valuation de K est discréte, 
on voit que l'ensemble des 4 est borné: en effet, pour les a tels que 
|a|<C, on peut prendre 2=1; puisque |a|=1 et Nx, est discret, il 
n'y a qu'un nombre fini de valeurs |a| entre C et 1, d’ot il suit que 
l'ensemble des 1 est borné. On peut donc, dans ce cas, considérer les 
Ec avec C<1 comme des idéaux primaires par rapport a J, ayant tous 
le méme idéal premier associé p. 


Propriété A. Par lé nous entendons la propriété suivante: Si ae K 
parcourt un systéme complet S de représentants des classes résiduaires 
mod » dans I, alors pour chaque Ceé Ng et pour chaque §€E tel que 
|| € || =C, & étant fixé mais arbitrairement choisi, aé parcourt un systéme 
complet de représentants des classes résiduaires mod ||x||<C dans 


|| « |] =C. 


Remarques. 1. L’inverse de la propriété A est évident: si bé& 
(b fixé) parcourt un systéme complet de représentants, alors les éléments 
b figurants constituent un systeme complet mod |a|< 1. En effet, les 
éléments b appartiennent tous a des classes différentes: |b; —b;|—1 
si i#j. Si, inversement, a, et a, appartiennent a des classes mod |a|<1 
différentes, donc |a,;—a,|=—1, alors ||a,&—a,é||—C, donc a,& et 
a,é appartiennent a des classes différentes mod || x|| << C. 

2. La propriété A est vérifiée dans chaque espace dont tous les 
éléments x puissent étre représentés dans la forme x= aé (ae K; & un 
élément fixe). En effet, soit x)= b&(b #0), || xo|| = C. Alors si a’ et a’ 
sont dans S (a’ # a’’) on a|| (a’ — a’’) x9|| = C, de sorte que a’ x et a’’ xp 
appartiennent 4 des classes différentes. Si de plus y= a,&—=a, b“' x, 
|y|| = C est tel que ||y—ax)||=C pour tout a de S, on a 


ap bo? sea ed i, 
|a,b--—a| = 1, . ha; boat 
de sorte que S étant complet, a, b-'= a, appartient 4 S et y=a, Xp: 
3, Si l'espace E lui-méme est un corps et si K=E, la propriété A 


est vérifiée puisque si x€E, ||x||—=C, il existe un ae K tel que x=aé 
et |a|—1. Voir alors la remarque précédente. 

4. La propriété A est une extension de I'hypothése, faite dans II, 
p. 1058, de l’égalité des indices de K et de E, qui étaient 1a finis. 

5. Dans le cas o& Ne=N&¢ on peut se borner a vérifier la propriété 
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A pour une seule valeur de C puisqu'il résulte alors que a& parcourt 
un systéme complet pour tout autre valeur C’ € Nr. 


Propriété B. L’espace totalement-non-archimédien E satisfait a la 
propriété B si l'ensemble Neg n'a, éventuellement, que 0 comme point 
d'accumulation. Soit {Ci} l'ensemble des nombres appartenant a Nr: 


ores ome a See) 


Si la valution de K est triviale, il se peut, que C,—=0 pour n<m; 
dans ce cas l’espace est discret, c’est A dire n'a pas de points d’accumu- 
lations. Si l'espace satisfait 4 la propriété B, nous écrivons, pour abréger, 
E, au lieu de Ec,. On a alors E,-1 C En et l'ensemble des x tels gue 
||| < Cnsi est identique a E,. 


Théoréme 1. Supposons que E satisfait aux propriétés A et B et 
soit L un sous-espace linéaire par rapport 4 I tel que 


(iM e e $2 asd 2 ag a Ae ae a ce 4) 


Alors on a L=E, ou bien L=E,-4. Il n'y a donc pas d'espaces 
‘ linéaires entre E,-, et E, au sens strict. 


Démonstration. Supposons f€L, § pas dans E,-;. Donec ||&|| > C,-1 et 
puisque € E, donc |&|=C,. Si a parcourt le systéme S (pour la défi- 
nition voir la propriété A), a parcourt un systéme de représentants 
mod || x||< C,. Un x donné arbitraire dans E, tel que ||x||—= Cn, appar- 
tient donc 4 une et une seule des classes résiduaires, supposons a la 
classe représentée par a&. On a donc 


Bree Ny iW cs Mi Mee gee de (3) 
Ecrivons alors 


sewed: |e ES br kane | a a ne EE 


aé appartient 4 L a cause de la linéarité de L par rapport a J. En 
vertu de (2) et (3) on a x—aé€E,-1 CL et alors il suit de (4) encore 
a cause de la linéarité de L, que x€L. On a donc L=Ey,. S'il n'existe 
pas un £ comme il a été défini ci-dessus, on a L = Ey. 


Remarque. Dans la terminologie de la théorie des idéaux (voir ci- 
dessus) on peut exprimer le théoréme 1 en disant que les E, constituent 
une série de composition dans E. 


Ils existent des espaces satisfaisants 4 la propriété A mais dans les- 
quels le théoréme 1 n’est pas vrai. Par exemple les espaces de la forme 
x=aé déja considérés ci-dessus (voir la remarque 2 précédente), en 
supposant que la valuation de K est non-discréte. Puisque Nx est alors 
partout dense, il existe un espace linéaire entre chaque couple d’espaces 
linéaires du type Ec et différant des deux espaces du couple. Ces espaces 
ne satisfont pas 4 la propriété B. Ceci est clair: la validité de la pro- 
priété B est une condition nécessaire pourque le théoréme 1 soit vrai. 
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Si Ng a un point d’accumulation C0 le théoréme n'est pas vrai comme 
on voit aisément (voir p. ex. l'espace considéré dans V, p. 204). 


Théoréme 2. Supposons que E satisfait aux propriétés A et B et 
soit xy€E tel que %»€ En, xo pas dans En-1, donc ||xo|| = Cn. Alors 
Es = (xo. fare ye 


ot (x, En-1) désigne l'espace linéaire par rapport 4 I déterminé par 
X et En-1 (donc les points Ax) +y; 4€I, y € En-). 


Démonstration. On a 
Ene (= (x5 Eas) cS E, 


en vertu de la linéarité de E,-1 et En par rapport a J. Avec le théoréme 1 
il s’ensuit 


Ee (Xo, En-1). 
Théoréme 3. Supposons que E satisfait aux propriétés A et B. Soit 
E complet. Soient donnés pour tout n entier un £,€E tel que || &n|| =Cn. 


Supposons que a€ K parcourt le systéme complet S (voir la définition dans 
l’énoncé de la propriété A) et désignons ces éléments par des indices aj, a2, 
etc. Alors chaque x€ E peut s’écrire dans une fagon unique dans la forme 


eo 
x= = an—i Fn—i (an-i € S) 
|| + || = Cr. 
Démonstration. Posons x-1=6 et supposons que pour i<k on 
a déterminé les coefficients a,_; dans S tels que 
k-1 
Xe—-1 = SS an—i €n-i 
i=0 
Xe Xe f teers 
Il suit du théoréme 2 qu'il existe un yn—~ € En—x tel que 
(2 — x41) — nn—k € En-(e+1). 

Nn-k appartient 4 une des classes résiduaires mod || x||< Cy. La pro- 
priété A étant supposée satisfaite, il existe un élément an_x de S tel que 
Il "n—k — @n—k En—k|| < Crk. 

Donc 
Nn—-k— An—k En—k € En—(ka1), 
(2 — 4-1) — an—k En—k — (Mn—k — An—k En—K) € En—(e+1, 
X— Xk-1— An—k Fn—k € En-(k-+1))- 
En posant alors 


Xk = Xk-1 + An—k En—k 
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on voit que la condition, permettant le raisonnement par induction, est 
satisfaite. On a 


|| e— 2% || = Cr—(k41) > 0 si k > 00 


de sorte que 


x= Dani bnt fede eas © Vee ee pew) 


i= 


En remarquant que E est supposé complet on montre sans peine que 
chaque série de la forme (5) représent un élément de E. Il reste a dé- 
montre l'unicité du développement. Supposons 


wo @ 
Cs a ani | Be eer (@n—i, an-i € S) 
i= i=0 


et supposons de plus que pour i<k on a démontré que aq—;=aj-j. 
On peut supposer C,-, 0. Posons 


2 ani En—i = An-k En—-k + Ui] 
| f— 


2) 
= an—i §n—i = an—k Fn—e +6. 
i= 


Ona 
Aan—k En—k + 7 Snot Ene +l=4, 
|| an—k €n—k — An—k Fn—K|| = || an—k En—-~e— 4 —(An—k Fn-e— ) || = 
= max (||7||, |] 2 ||) = Ca-«s. 


Si l'on avait an. fanz, alors |an-.—an—z|=1 et le premier membre 
serait égal 4 C,-,~ d’ot une contradiction. 


Théoréme 4. Supposons que l'espace totalement-non-archimédien E 
satisfait 4 la propriété B. Soient donnés pour tout n entier un £,€E 
tel que |\E,||—=Cn et supposons que chaque x€E peut s’écrire dans 


la forme 


x= 2 ani En-i (an—i € S). 
i= 


Alors E satisfait 4 la propriété A. 


Démonstration. Les éléments af, et bé, (afb, a, b€ S) appartiennent 
a des classes résiduaires différentes puisque 


l|aén—bEn|| =|a—b|- || Fn|| = Cr. 
Soit donné un x€E tel que ||x|| = Cn. Ona 


@ 
ee ae: a En-is 
i=0 


o 
x—anén = > ani bn-tr 
i=1 


|| ¢— an En || = Cai < Cr, 


156 


de sorte que x et ané, appartiennent 4 la méme classe. Cette classe est 
donc représentée par an &n. 

En supposant que K est complet et Nz=WNx, de sorte qu'il existe 
un £€E tel que |/¢||/—=1, il suit sans peine du théoréme 3 que chaque 
espace qui satisfait aux conditions de ce- théoréme est de la forme 
x==aé, ota parcourt le corps K (comparer II p. 1060) 7). Ceci est une 
inversion de la remarque 2 précédente, exprimant que chaque espace de 
la forme a€ satisfait aA la propriété A. Bien entendu, la remarque 2 
reste vraie méme si la valuation de K est non-discréte; cependant le 
théoréme 3 exige que la valuation est discréte. 

Remarquons enfin que la série (5) n’a qu'un nombre fini de termes si 
C,== 0" pour 7A < mt. 


Théoréme 5. Mémes suppositions que pour le théoréme 3. Supposons 
de plus que le corps I/p est fini. Alors E est localement compact. 


Démonstration. Soit x une suite bornée: || x||=C, pour k=1,2,.... 
En vertu du théoréme 3 on peut écrire 


BS = ss an i 

, 1=0 ~ 
ou éventuellement a” —0. Puisque I/p est fini, le systeme S a un nombre 
fini d’éléments; posons ce nombre =n. Pour le premier coefficient 
a‘) (k=1,2,...) il y a donc n possibilités. Il s’ensuit qu'il existe une 
suite infinie partielle avec la propriété que pour chaque élément de cette 
suite partielle le premier coefficient du développement est le méme. On 
peut extraire de cette suite une nouvelle suite infinie avec la propriété 
que pour chaque élément le second coefficient est aussi le méme. En 
continuant ainsi on arrive a une série de la forme (5), représentant donc 
un élément de E. On voit que ce point est un point d’accumulation de 
la suite {x}, 


Théoréme 6, Mémes suppositions que pour le théoréme 3. Supposons 
que E est localement compact. Alors I/p est fini. 


Démonstration. Le développement (5) est valable dans FE. En 
supposant que J/p est infini, il existe un systéme infini dénombrable 
aj(i=1,2,...) tel que |a:—aj|=1(iFJ), |as]=1. La suite {x} 
définie par 


CO 
x) = ag Eg + = bn-i §n-i (bn-i € S) 
est bornée et on a 5 
|| xe) — 219) || = | ap—ag|- || §n || = Cr 
de sorte que cette suite n’a aucune suite partielle convergente; d’ou une 


contradiction. 


2) On peut élargir la condition N E=Nxdune facon inessentielle en la remplacant 
par celle que Np= {Cet} si Ny = {gi}, o& C 4 0 est une constante. 
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Les résultats obtenus dans V permettent de construire des séries 
analogues 4 (5) dans les espaces séparables et complets qui satisfont a 
la propriété B en supposant de plus que le corps K est complet. Selon 
V il existe une suite de vecteurs (éventuellement un nombre fini) 


Yi. Yr... telle que chaque xe€E s’écrit dans la forme 


a D> an Yn ane K, 
n=1 
E est donc une somme directe d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable d’espaces de la forme ayn;. Chacun de ces espaces satisfait 
donc a la propriété A, de sorte qu’on peut appliquer le théoréme 3. 
On arrive donc a un développement de la forme 


sal (1) xt?) (2 
x= 2 Mignk Sipe + a are Cee 
=f ;) =0 


Remarques. 1. Dans le théoréme 5 on peut remplacer la supposition 
gue la propriété A soit vraie dans l’espace par la condition suivante: 


.-- SE, [En = En [En =... = 1 lp 


En effet puisqu’on y a supposé que //p est fini, on en dérive la validité 
de la propriété A. 
En supposant de plus dans ce théoréme que Ne=WNx, on a 


eee = F,/En-1 = F,-1/En=. “rs 


de sorte qu’on peut simplifier encore cette condition: il suffit que 
E,/En-1 = Ip 


pour une seule valeur de n. 

2. On démontre tout analogue la compacité locale d’un espace qui 
est somme directe d'un nombre fini d’espaces E dont chacun satisfait 
aux conditions du théoréme 5 et qui ont tous le méme corps K. 

3. Dans I nous avons démontré (voir aussi l'étude de M. COHEN l.c.) 
que chaque espace totalement-non-~-archimédien localement compact 
posséde une base finie, c'est a dire qu'il existe un systéme de 
vecteurs x,,...,x, tel que chaque x€E peut sécrire dans la forme 
x=a,x,+...+a,x, (ai¢K). Valuation triviale de K n‘était pas 
permise. En effet, comme nous avons déja remarqué dans II, p. 1061, 
cette propriété n'est pas vraie si la valuation de K est triviale, ni méme 
si Ng contient des nombres arbitrairement petits (dans ce dernier cas il 
faut que K est un corps fini; voir II, p. 1061). 

4. Dans tout ce qui précéde dans cet article valuation triviale de K 


est permise ’). 


3) Dans II, p. 1060, nous avons considéré comme exemple d'un espace, n’admettant 
pas le développement (5), un corps E, a valuation triviale, ayant une infinité d’éléments, 
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5. La théorie précédente admet comme cas particulier la théorie de 
M. vAN DANTZIG concernant les anneaux primitifs en tant qu'il s‘agit 
4 

les propriétés additives de ces anneaux; comparer la remarque p. $517). 


§ 2. Application. Dans la théorie des approximations diophanti- 
ques on montre le théoréme suivant: 
Pour chaque systéme de nombres réels a;,4),...,@n et pour chaque 
A> 0 il existe au moins un systéme de fractions 
Pi P2 Pr 
q'4 q 
Ol q,Pi,.-.,Pn sont des entiers rationnels, tel que 


1 


1+— 
n 


eed 
qd 


((==1,2...on ga 


aj 


M. Lock a donné un théoréme analogue concernant les nombres P- 
adiques *). La théorie précédente permet d’étendre cette propriété a 
une classe d’espaces linéaires. 

Soit pour i=1,...,n, E; un espace totalement-non-archimédien complet 
qui satisfait aux propriétés A et B. Le corps K soit le méme pour tous 
ces espaces. 

Supposons de plus que l’anneau résiduaire J/p est fini et soit I le 
nombre des classes. Afin d’obtenir une simplification des formules on 
peut supposer sans nuire la généralité que les nombres C\’, constituant 
pour — co >j> oo l'ensemble Nez,, sont numérotés de fagon qu’on ait 
Cy Cy 1. 

Soit I" un sous-ensemble fini de K; soit |p|=1 pour tout pel. Soit 
enfin ¢ un nombre naturel >0 fixé. Supposons que le nombre des éléments 
de I’ soit plus grand que /"*, 

La théorie précédente et le principe des tiroirs fournissent maintenant 
une propriété concernant l’approximation d'un systéme d’éléments a; tel que 


a; € E;, ||a;||=1 CESS Baresat 


contenant un corps fini K (donc nécessairement a valuation triviale), Remarquons que 
cet espace ne satisfait pas 4 la propriété A, 

L’hypothése dans II, p. 1061, exprimant que la série (6) (II, p. 1058) représente la 
forme générale des espaces localement compacts, méme si la valuation de K est triviale, 
est faux. En effet, si la valuation de K est triviale, la série (6) prend la forme 
Adee eenes +4, &, et ceci n'est pas la forme générale des espaces localement compacts 
dans ce cas. Le théoréme 4 montre en effet que l'espace x =.44 £4 +...... rapes “ae 
| &, || > 0, o& 4; appartient au systéme fini S, est localement compact. 

*) D. VAN DANTZIG. Zur topologischen Algebra II. Compositio Mathematica 2, 
201—223 (1935). Dans quelques démonstrations nous suivons cet article. 


5) D. J. Lock. Metrisch-diophantische onderzoekingen in K (P) en K(")(P). Diss. V.U. 
Amsterdam (1947). 
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Si qe, on a || qa; || 1 ((=1,...,n) et l'application du théoréme 
3 donne 


oe 
~e (i) E(t) 


~ ; : : 
Ou a—j appartient au systéme fini de représentants S. Soit x;¢€ E; un 
élément ayant le développement 


oo * > 
qa—xj=— > al, a, 
j=at “7 J 


Considérons pour i=1,...,n les premier f termes du développement 
de qa; — x;. On y trouve les n¢ coefficients 


(i) (i) 
Bente e+ + Flintst—1)° 


a ET 6 


Puisqu’il y a I valeurs possible pour chaque a, ils existent /"* combi- 
naisons différentes. Pour chaque géJI on trouve ainsi une suite de 
coefficients et puisque le nombre des q est plus grand que /"*, ils existent 
au moins deux g, supposons q’ et q’’, ayant la méme suite de coefficients. 
Pour tout i=1,...,n le développement de (q’ —q’’) a; — (xi — xi) 
commence donc par le terme 


Be ceh ntact 
On a donc 
Ia —q) a—(— >) |= Co 
fas ie. a 


Ceci est le théoréme d’approximation dans une forme trés générale. 
Le théoréme de Lock concernant les nombres P-adiques y est contenu 


comme cas particulier. 
En supposant que Ng,=WNx, les E; ont la forme ali, ot a€K et 


ou ¢; est un élément de &; tel que ||¢;|| = 1. L’inégalité devient alors 
Iq’ —4") ai — (pi — pi) 21 || S COs 


Dans ce cas (excluant le cas de valuation triviale de K) les éléments 
de K puissent étre représentés par une série. En effet, supposons que 
Nx consiste des éléments o/(o > 1), et introduisons les éléments yj€ K, 
|n;|=e/. On’ a alors pour chaque ae K 


a= Sannin (ain € 8). 
k=0 
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Puisque Nz,= Nx, on peut choisir pour les éléments £) les éléments 
6) =; 6; On trouve 


lS nto 
co 2, - 1-4 ak =, al, ep Pi Cie 
J= j= 


Choisissons pour I" le systéme des éléments de la forme 


nt 


2 a-j1-j 
j=0 


ou les a_; parcourent le systéme S indépendamment l’un de l'autre; le 
nombre de ces éléments est /”‘+!, On voit que dans ce cas pi; appartient 
Bel. 

On peut donc alors approximer le systéme 4,,...,4, simultanément 
a l'aide de différences d'éléments de I. 

Si E; est le corps des nombres P-adiques on peut arranger par un 
choix convenable de I’ que q’—q’’ aussi appartient a I’: il suffit de 
prendre pour J" le systéme des nombres 0,1,..., P,..., P”'. En effet, 
alors, si q’, q’’€I, ou bien q’ —q” ou bien q’’ —q’ appartient a I. 
La possibilité d’ordonner I est ici essentiel. 


"s-Gravenhage, décembre 1948. 


Mathematics. — Some remarks on ancient calculation. By E. M. BRUINS. 
(Communicated by Prof. L. E. J. BRouwer.) 


(Communicated at the meeting of December 18, 1948.) 


When I wrote the paper “Square roots in Babylonian and Greek 
Mathematics” 1) it seemed excluded to me, that the indications I gave 
there could appear to be insufficiently clear. But this seems not to be the 
case. Consequently I should like to add the following elucidations. 


1093 
a. ag S12. 


This approximation is not a result of tedious, time-devouring calculations. 
Totally six simple additions and four simple subtractions are at most 
necessary and as a multiplication by 10 or a doubling is not to be regarded 
as a multiplicative operation, the method given is purely additive starting 
from the evident relation 


e<e<ii<? 


and consists of a transition to tenfold denominators and shifting these 
towards one another. The calculation begins by: 
1102 = 12100 802 — 6400 792 = 6400 — 159 = 6241 
782 = 6241 — 157 = 6084 772 = 6084 — 155 = 5929. 
So from three subtractions we obtain 


Boe ail, 


and as 12100—219 = 11881 we have 
ae ae 
a OE a 


‘Again, a transition to tenfold denominators and shifting 770 towards 780 _ 
(422 being the last obtained approximation) we obtain with six additions 


ee y2 = 1,41397... deviation 0,00024. 


I wrote the calculation of the first step in full, but I think that the con- 
clusion 


x <fa< VP 


1) These Proceedings 51, 332 (1948). 
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is already clear from 802 = 6400 3X 160 >3 X 140> 400, so the 
calculation could be still shorter. 


b. Because of the well known remarks of NEUGEBAUER (e.g. Q.S., 
B 2—295 (1932)), I did not think it necessary to remark once more that 
the Babylonian calculator, in order to obtain an upper and a lower bound 
for a square root, would write 


d~a2-+ b2 


a being a first approximation of Jd, the difference between d— a? and b? 
being neglected. Both from geometrical and numerical considerations I 
showed how a study of cuneiform texts would lead from 


a<|Vd<a+b 
to the lower bound 
a b? d—a? 
Ve 8 oe ae ea 


On the other hand I stated that the Greek calculator — with a corrected 
harmonical mean — would deduce from 


3 a<|d<f 
the lower bound 
= d 
Vda oe ; 
a+ B 
Then we have for B =a+b 
Vd soo oe d—a? 


Py amare Pe a 


The remark 2), that the Babylonian and Greek formulae for deduction 
of a corrected lower bound from a given upper and lower bound are 
identical — the only difference lies in the method to obtain a first upper 
bound from a first lower bound, or vice versa — could not be misunder- 
stood in my opinion. 


c. Duplicatio, mediatio and multiplication by ten were the main tools 
for computation in all times. That the Greek calculator could not use our 
decimal system and how he had to make the calculations according to the 
ancient computation-methods seemed obvious to me. The meaning of the 
notation 


9712 + 1532 = 349450 Peete 5) 


was to show that the value a was obtained not from 349450 but from 
5712 + 1532 correcting 591 = 571 -+ 20. 
Making use of the squares already calculated one gets 
d2 = 5712 +-1532 = 326041 + 23409 = 349450 
as 5/120 a2 = 326041 + 400 + 22840 = 349281. 


2) Loc. cit. pag. 336. 
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The correction is sufficient as 349450 — 349281 — 169 and so addition of 
591 to a2 would surpass d?. 2 X 591.+ 1 = 1183 so 


169 
d>591 1183 > 5911/7 > 5911/,. 


The more exact value 5911/; would only complicate the calculations, 
whereas 5911/s gives e.g. in the next step *) 


(11621/,)2 = 11622'+ 4 X 1162'+ 1/g4 and so on. 
1172 = 1162 + 10; 2339 = 2334 + 5. 


No non trivial multiplications are necessary for the computation of the 
lower bound for the next step 3). 


In total only two second order corrections occur in Dimensio circuli 
ou15 — 2911 + 100-+>2° 1838= 1823 + 10+ 5, 


The intermediate fractions may have been estimated by simple iterated 
mediatio or duplicatio in order to obtain useful values. This certainly has 
been done, with one exception where a great simplification can be obtained 
by the estimation *) 9/,;; the evident 163 : 1009 < 1/, belongs moreover to 
the second fundamental series 2/3, 1/3, 1/g, ... 


d. Analysis of a< 197888 : 62351. 


197888 has only two prime factors 2, 773; 773) 2 ~ 1093; 1093 + 773 = 
= 1866 and 


197888 256 173 
ree ae — an A whereas 33=2X16+1, 
1866 E 13 


which shows that the hypothesis t = 9g — R = 75 (R + $ Ag) is sufficient 
‘to explain the correct upper bound for a given by HEROON. 
R+4A; = 04, R<on < 04. Because of An: an = On: R, tn = Qn—R 
measures the accuracy. From 9?,— Rj, = pal Goi Ron = Rat On 
follows 2 ton ~ tn, Ron ~ 2Rn, which shows that the accuracy increases 
by a factor ~ 4 at each step. The nominator 16 gives therefore a better 
upper bound of a then the for ¢ exact nominator 17,2 ... (compare Euclides 


1943; 1). 


My conclusion was that the approximation was not meant to be a very 
accurate one, but that it is the result of a rough estimation, which according 
to the use of the hekkaidekagon must be older then that of Dimensio circuli. 


3) The calculation of a lower bound of a square root via a correction of a Heroon 
upper bound requires controlling calculations. If a calculation schema is devised, then the 
systematical use of an upper bound for*one and a lower bound*) for the other half 
makes controlling calculations superfluous. 

*) This was already common knowledge in 1897 (see Heath, Works of Archimedes). 


Comparative Physiology. The Strength of the Carbohydrases in the 
- Cropjuice of Helix pomatia L. By N. PosTMa, W. L. VETTER and 
Miss J. H. M. Witmer. (From the laboratory of Comparative 
Physiology, University of Utrecht.) (Communicated by Prof. 

H. W. JuLius.) 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


Introduction. 


During digestion the breakdown of high-molecular nutritive substances 
takes place in steps, each step being under the influence of a different 
enzyme: starch is hydrolysed to maltose, and this maltose afterwards split 
to glucose, whereas proteins are broken down to peptones, the further 
cleavage of which leads to aminoacids. We can thus differentiate between 
enzymes starting the attack on the compound nutritive substances and 
those completing hydrolysis. 

For mammals it was known that the completing enzymes only occur in 
the small intestine, and moreover show only a rather weak activity. 
Through this arrangement only small quantities of the final product of 
digestion are absorbed at a time and pass bye and bye in the bloodstream. 
This can be considered as a protection against “inundation’’ of the blood 
by these endproducts, which is of importance especially for the glucose. 

About 20 years ago H. J. VoNK (1927) studied this problem in fishes 
and the frog. The situation proved to be different from that present in 
mammals: the pancreatic secretion contains maltase as well as amylase. 
That study was followed by similar experiments on other animals by 
some associates of our laboratory. H. P. WoLVEKAMP (1928) worked on 
tortoises and found hardly any maltase in the pancreas, so a situation like 
in ‘higher vertebrates. 

For the lower vertebrates the problem presents moreover a different 
angle. Whereas in the higher vertebrates under consideration there exists 
a local differentiation between the secretion and the action of the 
forementioned enzyme groups, in the fishes and the frog the pancreatic 
juice contains both starting as well as completing enzymes. The rate at 
which endproducts of digestion arise, is solely governed by the ratio of 
activities of the two groups of enzymes. VONK found the maltase activity 
to be nearly one twenty-fifth of that measured for the amylolytic power; 
thus the glucose still arises in small quantities. A similar question presents 
itself in those invertebrates whose foregut serves as a reservoir for the 
digestive juices, both enzyme groups being present in the mixture. C. A. G. 
WIERSMA and R. v. D. VEEN (1928) experimented on the crayfish and 
found the maltase activity in the stomac juice to be equal to that of 
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amylase. There are, however, other factors that limit the ingestion by the 
midgut gland of the products of digestion. 

The cropjuice of the edible snail was studied by the present author. 
While working on that enzyme mixture we had to take into consideration 
the results of KRIJGSMAN (1925), who found that the activity of the crop- 
juice may vary considerably, according to whether the juice was taken 
from the animal after a shorter or longer interval after feeding. KRIJGSMAN 
found that the cellulase in the cropjuice showed an optimum strength 
2—3 hours after feeding had started. Histological research showed that 
the number of secreting cells in the digestive glands (salivary and midgut 
glands) showed a maximum at 4—114 hours after feeding; this maximum 
precedes therefore the optimum activity of the cellulase (Graph 1). The 
problem was now whether other enzymes, and especially the completing 
ones, also showed such an increased activity and to find out the time- 
relations of the optimum. 


Results. 


The experiments were made on hibernating snails, which were: treated 
in the way indicated by KRIJGSMAN. In each series of experiments another 
group of snails was used. Cropjuice was collected from starved animals, 
while other animals were fed during 44 hour with lettuce or slices of 
potatoes. The food was taken away and the cropjuice taken directly or 
after intervals of 4, 1, 114 hours etc. 

The cropjuice was analysed for the following enzymes: amylase, maltase, 
saccharase and lactase. 

The Ist two series of experiments were executed in cooperation with 
Mr. VETTER, and the oxydometric method of sugar titration of MOHR as 
indicated by SCHOORL and REGENBOGEN (1917) was used. The cleavage 
of the substrates was effected in a thermostate at 25° C and in presence 
of a phosphate buffermixture (SORENSEN) warranting pH 5.4 which value 
was found for the cropjuice itself. That hydrogenion concentration agrees 
with the optimum pH found by us for amylase and saccharase; maltase 
showed a flat pH-curve with an optimum at 4.5 and a decrease with 4 
of the optimal activity for the pH realized in the cropjuice and in the 
experiments (Graph VI). 

In the first series of experiments the results obtained seemed promising. 
Only amylase showed an increased activity, with an optimum 2/4 hours 
after feeding, i.e. a similar result to KRIJGSMAN’s results for cellulase. The 
disaccharidases showed irregular fluctuations in the strength of their 
activities (Graph II). 

In a second series of experiments the amylase did not show any optimum, 
and neither did the disaccharidases. 

The problem after these contradictory results remained therefore 


unsolved. 
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Last year we re-started our experiments; this time in cooperation with 
Miss WiTMeER, while the method used was the iodometric sugar titration 
of LuFF, according to ScHooRL (1929). 

Like in 1928, the snails were wakened from their hibernating state, fed, 
and the cropjuice collected at different intervals after feeding. Three 
series of experiments were made, but the lactase-activity was not measured. 
The following results were obtained: 

Series I: Only saccharase showed a clear optimum 3 hours after feeding, 
the increase in strength amounted to 80 % (Graph III). 

Series II: Saccharase showed clearly an increase in strength, starting 
114 hour after feeding, and not yet having reached its optimum at 2 hours 
after feeding. Amylase and maltase showed a similar increase, but less 
pronounced. The increase in strength of amylase, maltase and saccharase 
are 15, 80 and 50 % respectively (Graph IV). 

Series III: Only the saccharase showed a weak increase in strength 
(20 %) 5 hours after feeding, however, this increase does not exceed 
clearly the preceding fluctuations in strength. 

The temperature optimum of amylase was found at 25°C, the optima 
of saccharase and maltase at 35°, the top of the latter being very flat. 
The activities at 15° (normal summer-temperature) showed a decrease with 
4% for amylase, with 1/, for maltase and with 1/3 for saccharase, these 
values being related to those found at 25° and not to the optima (Graph V). 


Summary. 


The results of the experiments lead to the following conclusions: 

1. A certain rhythm can be detected in the secretion of the carbohy- 
drases, present in the cropjuice of Helix pomatia. The various groups of 
snails, however, show an arbitrary variability in the mutual ratio between 
the different carbohydrases. 

2. Only in one of the five series of experiments the enzymes examined 
(amylase, maltase, saccharase) all shared simultaneously in the increase 
in strength of their activity. 


Explanation of Figures: 


Graphs relating time (in hours) after feeding to strength of enzyme activity. Ordinates: 
Strength of enzyme activity; Abscissae: Graphs I-IV. Time interval after beginning of 
feeding in hours. The small solid line represents the time of feeding (} hour). Graph V. 
Temperature. Graph VI. pH. F = Secreting follicles. C = Cellulase. A = Amylase. 
M = Maltase. S = Saccharase. L = Lactase. 

Graph I according to KRIJGSMAN (1925). Graph II according to results of POSTMA 
and VETTER - (1928, till now unpublished). Graphs III and IV according to results of 
POSTMA and WITMER (1947); the vertical lines over time 0 indicate the measure of 
variation in strength, which must be exceeded for an increase in strength to be considered 
real. Graphs V and VI according to results of POSTMA and VETTER. 
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3. The disaccharidases, as the completing enzymes, in principle do not 
behave differently from the starting enzymes, cellulase and amylase! One 
single enzyme may show a clear increase in strength at a certain interval 
after feeding as compared with its strength at earlier or later stages, 
whereas the other enzymes do not show any such increase. 

4, The question arises therefore whether the agreement between the 
histological changes in the glands and the enzyme-strength as established 
by KRIJGSMAN for cellulase would remain generally valid if the total pattern 
of carbohydrases is taken into consideration. 

5. The hydrogenion concentration of the cropjuice guarantees an 
optimal activity for amylase and saccharase while maltase has a low 
sensitivity for pH. The amylase is within natural limits (under 30° C) the 
least sensitive for temperature. 
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Geology. — De Allerod-oscillatie in Nederland. Pollenanalytisch onderzoek 
van een laatglaciale meerafzetting in Drente. (Met een diagram en 
een tabel). II. By T. vAN DER Hammen. (Rijksmuseum van Geologie 
en Mineralogie, Leiden.) (Communicated by Prof. C. J. VAN DER 
KLAAvUW.) 


(Communicated at the meeting of December 18, 1948.) 


Afzonderlijke bespreking van enkele pollenanalytisch aangetoonde 
planten. 


Betula. De karakteristieke eigenschappen van de Betula-lijn zijn in het 
voorgaande al voldoende naar voren gebracht. Ook over Betula nana-pollen, 
dat in bepaalde delen van het diagram een sterkere vertegenwoardiging 
van bomen zou kunnen suggereren dan met de werkelijkheid overeenkomt, 
is reeds gesproken. IVERSEN heeft de polleninhoud van recente gyttja’s 
op Groenland vergeleken met de in de omgeving aanwezige vegetatie 
(IVERSEN, 1947). Daarbij bleek het percentage B. nana-pollen ongeveer 
2 a 3 maal zo hoog te zijn als het percentage van de totale vegetatie, dat 
de plant zelf innam, terwij] Cyperaceae en Gramineae juist het tegenover- 
gestelde beeld vertoonden. Hoewel we natuurlijk voorlopig uiterst voor- 
zichtig moeten zijn met het toepassen van deze resultaten op laatglaciale 
sedimenten, kunnen ze toch wel, zij het met het grootste voorbehoud, een 
aanwijzing geven voor de interpretatie van delen van een diagram, die bij 
vrij grote bosarmoede ook nog de invloed van B. nana-pollen zouden 
kunnen ondervinden. 

Pinus. In zone I zijn zeer geringe Pinus-percentages gevonden, terwijl 
een aantal van de korrels bovendien corrosie-verschijnselen vertoonden, 
wat op het secundaire karakter van althans een deel ervan zou kunnen 
wijzen. Het een weinig omhooggaan der Pinus-lijn in dit diagram-onderdeel 
bij slechtere klimaatsomstandigheden kan hiermee verklaard worden, terwijl 
ook transport over grote afstand hier van invloed geweest kan zijn. In 
ieder geval lijkt het waarschijnlijk, dat hier in de Oudere Dryas-tijd geen 
of zeer weinig dennen voorkwamen. 

Salix is van het meeste belang geweest in de Oudere Dryas-tijd. Merk- 
waardig is de Salix-top aan het eind van zone Ib en het begin van Ic. 
Het zal later moeten blijken, in hoeverre deze top in de Salix-lijn van 
regionaal stratigrafisch belang is. 

Alnus. Bij de analyse der monsters van de postglaciale detritus-gyttja 
werd slechts éénmaal een pollenkorrel van Alnus gevonden, en wel in 


monster 18. 
Quercus, Ulmus en Fraxinus. Eerst verschijnen Quercus en Ulmus 


(monster 17), dan pas Fraxinus (m. 19). 
Juniperus. Pollen hiervan is voor het eerst in laatglaciale afzettingen 
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gevonden door IvERSEN (1946). Voordien meende men, dat dit pollen te 
teer was om bewaard te blijven. Een curve van Juniperus is tot nu toe, 
voor zover ons bekend, alleen nog maar door IVERSEN gepubliceerd van 
het bovenste deel der Jongere Dryas-laag. Die curve bereikt vrij hoge 
waarden, en daalt al direct na het begin van het Praeboreaal tot nul. 
Voor zone I én II staan ons dus geen gegevens voor vergelijking ter 
beschikking. We zullen daarom het verloop van de Juniperus-lijn iets 
nauwkeuriger beschouwen. De hoogste waarden worden in ons diagram 
in zone I bereikt, met een vrij sterk maximum in zone Ic, en een kleiner 
maximum in Ia. In zone II daalt de curve sterk, in zone III behaalt ze 
weer hogere waarden en ten slotte daalt ze in het Praeboreaal tot nul. 
Het schijnt dus dat de Juniperus-curve een functie is van de bosdichtheid, 
m.a.w. hoe opener het landschap was, hoe talrijker Juniperus voorkwam. 
Volgens HEGI omvat het tegenwoordige areaal van J. communis L.: 
Europa (in het Zuiden alleen in het gebergte), Woor-Azié en Centraal 
Azié. In het Hooggebergte en in het Noorden komt bijna alleen de sub- 
species nana Briq. (= J. nana Willd.) voor. Het lijkt dus wel waar- 
schijnlijk, dat het in laatglaciale afzettingen voorkomende Juniperus-pollen 
hoofdzakelijk van deze subspecies afkomstig is, hoewel voor die veronder- 
stelling nog geen bewijzen bestaan. 

Populus-pollen werd aangetroffen voornamelijk in het laatglaciale deel 
der geanalyseerde monsters. Een curve werd niet aan het diagram toege- 
voegd, omdat bij de determinatie soms onzekerheid optrad. 

Hippophaé. Over het voorkomen van de duindoorn in het laatglaciaal is 
reeds veel geschreven. Het tegenwoordige areaal van H. rhamnoides omvat 
een groot deel van Europa en Azié. Deze nu in West-Europa voornamelijk 
langs de kusten groeiende plant, schijnt in laatglaciale tijd een grote ver- 
breiding in het binnenland gehad te hebben. FLORSCHUTZ vond reeds in 
verscheidene laatglaciale afzettingen in Nederland pollen van Hippophaé. 
Evenals dat elders in West-Europa geconstateerd is, blijkt ook uit ons 
diagram, dat het voorkomen van dit pollen voornamelijk beperkt is tot de 
Oudere Dryas-laag. 

Helianthemum. Pollenkorrels van Helianthemum werden door IVERSEN 
gevonden in laatglaciale sedimenten in Denemarken (IVERSEN, 1944, 1947). 
De meeste bleken de habitus te hebben van H. oelandicum (L.) Willd., 
terwijl enkele het minder slanke H. nummularium-type vertegenwoordigden. 
Het in ons materiaal aangetroffen pollen stemt geheel overeen met dat 
van H. oelandicum en is, evenals in Denemarken, voornamelijk beperkt tot 
de Oudere Dryas-laag. 

Helianthemum oelandicum schijnt thans te ontbreken in het Scandinavi- 
sche arctische gebied. Op Oeland heeft dit Zonneroosje een geisoleerde 
groeiplaats, in een gezelschap op droge kalkgrond, terwijl het verder in 
de alpiene en subalpiene-vegetaties van Centraal- en Zuid-Europa aan- 
wezig is. Een tweetal soorten van dit geslacht komt, zij het zeer zeldzaam, 
ook in Nederland voor, op droge gronden. IVERSEN rekende Helianthemum 
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bij de z.g. ,,steppe elementen” in de laatglaciale vegetatie (IVERSEN, 1944). 
(Zie hierover verder bij Artemisia.) 

Artemisia. Een zeer opvallend pollentype in laatglaciale afzettingen is 
afkomstig van Artemisia. Gedurende het gehele Laatglaciaal is het ver- 
tegenwoordigd. Het voorkomen van Artemisia en van enkele andere 
planten, als Hippophaé en Helianthemum, is door enkele auteurs (o.a. 
Gams, IVERSEN) naar voren gebracht, daar het zou kunnen wijzen op een 
droog klimaat en een daarmee gepaard gaand zogenaamd ,,Steppe-karakter’’ 
der vegetatie. Het tegenwoordige voorkomen van deze genera in West- 
Europa is voornamelijk beperkt tot droge gronden, terwijl ze voorts in 
gebieden met een meer continentaal klimaat een grotere verbreiding 
hebben. In het Scandinavische arctische gebied, dat door de geografische 
ligging een oceanische invloed ondervindt, ontbreken deze steppe-elementen 
blijkbaar. In het meer continentale Russische toendra-gebied komen echter 
enclaves van steppe voor. 

Het lijkt zeer aannemelijk dat in laatglaciale tijd het klimaat in West 
Europa veel continentaler geweest is dan nu. Immers, toen stond de zee- 
spiegel aanmerkelijk lager, zodat een groot gedeelte van de tegenwoordige 
Noordzee droog lag. Zowel op grond van plantengeografische als van 
palaeogeografische overwegingen lijkt het dus waarschijnlijk, dat een 
continentaal klimaat zijn stempel gezet heeft op de laatglaciale vegetatie. 
We zullen hieronder zien, dat er toch nog een feit is, dat, voor de Jongere 
Dryas-tijd, op een relatief sterkere atlantische invloed in Nederland dan 
in andere delen van West-Europa zou kunnen wijzen. 

Empetrum-pollen komt hoofdzakelijk in zone III voor, waar bijzonder 
hoge waarden worden bereikt. Ook elders is de uitbreiding van Empetrum 
typisch voor de Jongere Dryas-tijd. In Denemarken werden echter veel 
geringere procenten verkregen. In Noorwegen evenwel vond FAEGRI ook 
hoge Empetrum-percentages. Volgens IVERSEN (schr. med.) is dit blijkbaar 
een atlantisch kenmerk. 

Plantago-pollen is hoofdzakelijk in zone ] aangetroffen, doch steeds in 
geringe hoeveelheid. De korrels zijn bijna alle van het het P. maritima 
L.-type, en wijken, zoals ook IVERSEN in Denemarken vond (mond. med.), 
soms hiervan af door een iets meer uitstekende annulus om de porién. 

Rumex. Bijna alle gevonden pollenkorrels behoorden tot het Rumex 
acetosa L.-type, dat zowel bij deze soort als bij R. acetosella voorkomt. 

Compositae. De meeste korrels waren van het Tubuliflorae-type. Slechts 
éénmaal werd een korrel aangetroffen, die tot het Liguliflorae-type be- 
hoorde (m. 5). 

Sanguisorba minor Scopoli (syn. Poterium sanguisorba L.). In monster 4 
werd een pollenkorrel aangetroffen, die door Dr. IVERSEN herkend werd 
als afkomstig te zijn van Sanguisorba minor Scopoli. Een tweede korrel, 
die naar alle waarschijnlijkheid ook hiertoe behoort, werd in monster 1 
gevonden. Tezamen met Dr. IVERSEN hopen wij over deze nieuwe vondst 
in de naaste toekomst een documenterend artikel te publiceren. S. minor 
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zou gerekend kunnen worden bij de reeds eerder genoemde planten met 
een zgn. ,,steppe-karakter’’. Hij komt recent voor (ook in Nederland) op 
droge gronden en bereikt in Europa zijn noordgrens op Gotland, in 
Denemarken, in Zuid-Zweden en in Engeland. Het areaal omvat verder 
o.a, Centraal- en Oost-Europa en Siberié. In het arctische gebied ontbreekt 
hij echter. 

Lycopodium Selago L. Drie sporen hiervan werden gevonden in mon~- 
ster 14, op de plaats van het Empetrum-maximum. L. Selago wordt recent 
bij ons zeldzaam aangetroffen o.a. op vochtige heiden. In Dalarne schijnt 
hij in de Empetrumheide voor te komen. 

Dryopteris Linneana Chr. Blijkbaar voorkomend in het subarctische bos. 
Evenals in Denemarken ontbreken sporen in zone I. 

Dryopteris Thelypteris A. Gray-type. Hiertoe behoort een aantal verder 
niet te onderscheiden varensporen. 

Equisetum-sporen werden in bijna alle monsters aangetroffen. 

Potentilla. Twee korrels in monster 4. 

Epilobium. In monster 2, 4 en 11 ieder een pollenkorrel. 

Menyanthes, Typha angustifolia L., T. latifolia L. en Sparganium werden 
verspreid aangetroffen in het gehele laatglaciale profiel. 

Potamogeton. Wij geven ‘hier een tabel van de berekende pollenper- 
centages. 


Zone | I | Il | il lIv| ov 
Monster 1 [022 Sil 4h SG dae 10 | 11 | 12| 13] 14] 15] 16| 17| 18 19 
Potam. % | 40/20] 16/14] 4 | 6 | 5 [0.2/1.5] —o.2| 4 [2.5]1.5|1.5)0.5| —|—| — 


Toppen dus in zone I en een lagere in zone III. 

Isoétes en Littorella. Isoétes-sporen werden aangetroffen in het bovenste 
deel der Allerod-laag en in het Post-glaciaal. Per preparaat kwamen de 
volgende aantallen voor 


Allered: monster, 105... 130 
js nel eee 25 
Postglaciaal: ice 21 ae oe 92 
sig el Ramo ene 3 
re et bee 6 
sees 2 Rie 4 


Littorella-pollen was alleen aanwezig in monster 16, en wel 30 korrels 
per preparaat. 

In het geval van monster 16 doet de toenmalige vegetatie op de meer- 
bodem met veel Isoétes en Littorella sterk denken aan een plantengezel- 
schap uit de hedendaagse flora, voorkomend in voedselarm, helder water 
op zandgrond (zie hierover WESTHOF, 1946). Dit is het Isoéteto-Lobe- 
lietum, behorend tot het Littorellion uniflorae (verbondskensoort o.a. 
Littorella uniflora). Kensoorten der associatie zijn 0.a. Isoétes lacustris L. 
en I. echinospora Dur. Het is natuurlijk zeer gevaarlijk om hier de naam 
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van deze recente associatie te gebruiken, daar we de verdere samenstelling 
van het toenmalige plantengezelschap niet kennen. Dat het klimaat in het 
Praeboreaal continentaler geweest is dan nu, behoeft niet in tegenspraak te 
zijn met het feit, dat het Littorellion in de huidige vegetatie beperkt is tot 
de atlantische provincie van Europa. Het is n.l. hierboven al gebleken, dat 
zich waarschijnlijk reeds in de Jongere Dryas-tijd bij ons zekere atlantische 
invloeden lieten gelden. In ieder geval is het waarschijnlijk, dat we hier 
met een associatie te doen hebben, die verwant is met het bovengenoemde 
recente plantengezelschap. ‘ 

Vergelijking van de resultaten met die van reeds eerder in Nederland 
uitgevoerde onderzoekingen. 


Onze huidige kennis van het Laatglaciaal in Nederland hebben we voor 
het grootste deel te danken aan FLoRSCHUTZ, die een aantal publicaties 
hierover deed verschijnen. Pogen we nu de door hem geanalyseerde laat- 
glaciale veenlagen (zie 0.a. FLORSCHUTZ, 1939) te plaatsen in ons schema, 
dan stuiten we op vooralsnog onoverkomelijke moeilijkheden. Deze vinden 
hun oorzaak ten dele in de invloed der ,,veen’’-vegetatie, waarover reeds 
hierboven gesproken is, ten dele in het ontbreken van afzonderlijke curven 
voor verschillende soorten kruidenpollen. Het grote belang van die soorten 
als ,,gidsfossielen”’ is ook pas in zeer recente tijd duidelijk geworden, terwijl 
de genoemde onderzoekingen alle van oudere datum zijn. In een nieuwere 
publicatie geeft FLoORSCHUTZ (1941) de analyse van een moeraskalkafzet- 
ting uit Midden-Limburg. Hoewel in de sedimentatie blijkbaar geen ver- 
schillen aanwezig zijn, lijkt het ons waarschijnlijk dat in dit diagram de 
Allerod-oscillatie tot uiting komt. Onderin komen hoge kruidenpollenper- 
centages voor, samen met Hippophaé (6%!) en Selaginella. Na een 
Salixtop (!) treedt een sterke vermindering van het kruidenpollen op, 
gevolgd door een hernieuwde toename daarvan, weer gepaard gaand met 
een Salix-maximum. Hier kunnen dus de drie laatglaciale zones alle aan~ 
wezig zijn. Merkwaardig zijn voor het Laatglaciaal de vrij hoge Corylus- 
waarden. Het voorkomen van 200 % kruidenpollen, 6 % Hippophae, enz. 
in een laatglaciale meerafzetting tezamen met Corylus kan moeilijk anders 
verklaard worden dan 6f door transport over grote afstand van het Corylus- 
pollen (en dan kan de Zuidelijke ligging wellicht een rol spelen), of door 
de aanwezigheid van secundair pollen. Ook in andere diagrammen zijn 
misschien enkele aanduidingen te vinden van de aanwezigheid van de 
Allered-oscillatie (b.v. in het diagram van Grollo, FLorscuUTz, 1941), 
maar het is niet mogelijk hierover iets met zekerheid te zeggen. 

FLorscHuTz (1939) wees op de mogelijkheid, dat op den duur zou 
kunnen blijken, dat een der in Twenthe geconstateerde laatglaciale stuif- 
zandperioden geparalleliseerd kon worden met de Allerod-tijd. WATERBOLK 
(1947) acht die verwachting ongegrond, daar zowel bij Hengelo als bij 
Usselo in het onder het bewuste stuifzand gelegen veen reeds Corylus 
gevonden is, hetgeen pleit voor een Praeboreale, dus veel jongere datering. 
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Deze auteur ziet daarbij vermoedelijk over het hoofd, dat FLORSCHUTZ 
van meer dan één, door veenlagen gescheiden, stuifzand pakket spreekt. 

Naar onze voorlopige mening, gebaseerd op een nog niet afgesloten 
onderzoek, behoren die veenlagen tot verschillende zones van het Laat- 
glaciaal. 

Op de resultaten van dit onderzoek, dat waarschijnlijk tevens enkele 
nieuwe Allerod-profielen zal omvatten, hopen we later in een uitgebreidere 
publicatie terug te komen. Wij stellen ons voor, dan ook een uitvoeriger 
synthese te geven van de laatglaciale vegetatie-ontwikkeling in Nederland. 

Tot slot mogen wij een bijzonder woord van dank richten tot Prof. Dr. 
F, FLorscHvTz, die ons steeds, zowel bij het onderzoek als bij het samen- 
stellen van dit artikel, met raad en daad ter zijde stond. Ook Dr. Jous. 
IVERSEN, palaeobotanicus bij de Deense Geologische Dienst, die het ons 
mogelijk maakte om onze kennis van kruidenpollen aanmerkelijk te ver- 
groten en te verdiepen, zijn wij hiervoor uitermate erkentelijk. 


Summary. 
Proof of the Allergd oscillation in Holland. 
(With a diagram and a table.) 

The present article deals with the analysis of a late-glacial lake deposit 
from the lake of Hijken, in the province of Drente, Holland. The diagram, 
that is composed according to the method of IVERSEN, clearly shows that the 
Allergd oscillation is present here. It is the first time this interstadial has 
been recognised with certainty in Holland. The diagram shows also a smaller 
oscillation before the Allerod interstadial. It corresponds with the Bolling 
oscillation, which IVERSEN, found in Mid-Jutland. There is a striking resem- 
blance between the diagram from Hijken and the diagrams from Denmark, 
published by IVERSEN, as well for the general part, as for the curves of 
the separate herbs. For instance is, just as in Denmark, Helianthemum 
and Hippophaé pollen mainly found in the Older Dryas deposits. We were 
thus able to use the zone division published by IVERSEN. It appears that 
during the late-glacial period the vegetation showed great conformity over 
large areas. A curve is ‘given for Juniperus, showing tops at those places 
where the general part of the diagram proves an open country. The high 
Empetrum percentages found in the Younger Dryas deposits are curious. 
In some samples (from the late Allerod- and early Postglacial-sediments), 
spores of Isoetes were found. In one case also Littorella pollen was found, 
together with these spores. In the Older Dryas deposits a pollengrain was 
found, that Dr. IVERSEN recognised as belonging to Sanguisorba minor 
Scopoli. In a future joint publication Dr. IVERSEN and the present writer 
hope to present the data for this identification. Some pollengrains of ther- 
mophile trees were found in the late-glacial sediments. For the greater part 
this pollen is probably secondary, because also tertiary or interglacial pollen 
and “‘Hystrix”’ were found. It is not added in the diagram, but mentioned in 
a separate table. Perhaps some Corylus grains are primary, in which case 
they have probably been carried by the wind over a long distance. Finally 
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a correlation with some of the diagrams published by Prof. FLORSCHUTZ 
has been attempted. 
LITERATUUR. 


Burck, H. D. M., F. FLORSCHUTZ en P. TESCH, 1948. De stratigrafische grens tussen 
het Plistoceen en het Holoceen in Nederland. Geol. Mijnb., vol. 10 (5). 

DEGERBoL, MAGNUS and JOHS. IVERSEN, 1945. The Bison in Denmark. Danm. Geol. 
ind 5 (2) Noma; 

DuBois, GEORGE et CAMILLE Dusols, 1944. L’oscillation chaude d’Allerod reconnue 
dans une deuxiéme tourbiére du Cantal 4 Riom-és Montagne. C. R. S. Soc. 
Geol. France No. 6. 

Firpas, F., 1944. Systematische und genetische Pflanzengeographie. Fortschr. Bot., Vol. 11. 

FLORSCHUTZ, F., 1939. Spatglaziale Torf- und Flugsandbildungen in den Niederlanden als 
Folge eines dauernden Frostbodens. Abh. Nat. Ver. Bremen, Vol. 31 (2). 
en I. M. VAN DER VLERK, 1939. Duizend eeuwen geschiedenis van den bodem 
van Rotterdam. De Maastunnel, vol. 2 (6). 

, 1941. Resultaten van microbotanisch onderzoek van het complex loodzand- 
oerzand en van daaronder en daarboven gelegen afzettingen. In: Besprekingen 
over het heidepodsolprofiel. 

————, 1941. Laatglaciale afzettingen in Midden- en Noord-Limburg. Tijdschr. K. N. 
Aardr. Gen., vol. 58 (6). 

, 1944. ,,Laagterras’” en ,,Veen op grootere diepte’” onder Velzen. Tijdschr. 

K. N. Aardr. Gen., vol. 61 (1). 

GODWIN, H., 1947. The late glacial period. Science Progress No. 138. 

Grosz, H., 1937. Nachweis der Allerodschwankung im siid- und ostbaltischen Gebiet. 
Beih. Bot. Centr. bl., vol. 57, Abt. B. 

HEGI, GUSTAV. Illustrierte Flora von Mittel-Europa. 

IVERSEN, JOHS., 1936. Sekundares Pollen als Fehlerquelle. Danm. Geol. Und. (4), 
vole-2u (loi 

, 1944, Helianthemum som fossil Glacialplante i Danmark. Geol. Féren, 
Stockholm Férh., vol. 66. 

, 1946. Geologisk Datering af en senglacial Boplads ved Bromme. Aarboger for 
Nordisk Oldkyndighed og Historie. 

, 1947. Plantevaekst. Dyreliv og Klima i det senglaciale Danmark. Geol. Féren. 
Stockholm. Férh, vol. 69 (1). 

LITZELMANN, ERWIN, 1938. Pflanzenwanderungen im Klimawechsel der Nacheiszeit. 
Schriften des Deutschen Naturkundevereins, Neue Folge. vol. 7: 

MULLER, INGE, 1947, Ueber die spatglaziale Vegetations- und Klimaentwicklung im 
Westlichen Bodenseegebiet. Planta, vol. 35 (1/2). 

OVERBECK, FRITZ und SIEGFRIED SCHNEIDER, 1938. Mooruntersuchungen bei Liineburg 
und bei Bremen und die Reliktnatur von Betula nana L. in Nordwestdeutschland. 
Zeitschr. Bot. vol. 33. 

PENNINGTON, WINIFRED, 1947. Pollendiagrams from the bottom deposits of the north 
basin of Windermere. Phil. trans. Royal Soc. London, (B), vol. 233 (596). 

SCHUTRUMPF, RUDOLF, 1936. Paldobotanisch-Pollenanalytische Untersuchungen der 
palaolithischen Rentierjagerfundstatte von Meiendorf bei Hamburg. Inaugural- 
Dissertation. Veroff. Arch. Reichsinst. 

, 1943. Die Pollenanalytische Untersuchung der Rentierjagerfundstatte Stellmoor 

in Holstein. In: A. RUST, Die alt- und mittelsteinzeitlichen Funde von Stellmoor, 

STEINBERG, KURT, 1944. Zur sp&t- und nacheiszeitlichen Vegetationsgeschichte des 
Untereichsfeldes, Hercynia, vol, 3 (7/8). 

WATERBOLK, H, TJ., 1947. De oudheidkundige verschijnselen in verband met de ontwik- 
keling van plantengroei en klimaat. Gedenkb. A. E. van Giffen. 

WESTHOFF, V., J. W. Dijk, H. PASSCHIER en G, SISSINGH, 1946, Overzicht der planten- 
gemeenschappen in Nederland. 2e dr. 


Medicine. — Somatometric relations between relatives of the first degree. 
(Preliminary note.) By J. Hiuizinca, (Communicated by Prof. 
M. W. WoeERDEMAN.) 


(Communicated at the meeting of January 29, 1949.) 


With investigation into somatometric relations we enter the domain of 
genetics. 

The factors which impede, if not prevent, the resolution of ‘questions 
relating to heredity in man are many and sufficiently known. We can 
approach lhereditary problems in man by cyto-genetic research, by study 
of twins, or by family investigation and statistical analyses of large 
populationgroups as Harris, for instance, did in connection with premature 
baldness (1946). 

We chose for our research a particular type of family investigation. 
The choice was determined by difficulties which arise specifically with 
metrical data from age and sex differences, We did not try to solve these 
difficulties, but knowing they were there, rather sought to avoid them by: 

a. entertaining only adults in our research (elimination of age-differen- 
ces), and 

b. comparing solely sons with fathers and daughters with mothers 
(elimination of sex-differences). 

It would be pointless to determine the degrees of resemblance or 
difference between relatives unless these degrees were also determined 
between non-relatives and the two results compared. 

A certain resemblance between an adult son A and his father B can be 
accepted in view of the genetical relationship, provided such resemblance 
does not exist between this son A and a non-related adult man C. 

Other investigators might, however, prefer to compare in this case two 
non-related adults C and D instead of again son A and C. 

With regard to the scheme 


A—I-B 
| 
Ill 
4 
Cc —II-D 


it would seem most logical to compare the expression for the resemblance 
obtained by method I with that obtained by method III. 

The difficulty is now to obtain an “expression of the resemblance’’. 
The protagonists of the biometrical school of PEARSON calculated for each 
of the many variables, correlation coefficients between fathers and sons, 


‘sons and daughters, daughters and mothers, etc. 
12 


178 


As far as we can gather from their publications, they do not think it 
necessary, using this method, to take into account the age and sex 
differences of the correlated groups of relatives. 

Their material is very often admirably extensive, so that their results 
should be thoroughly reliable statistically. 

In the hands of the biologist-statistician the correlation coefficients can, 
moreover, allow of biologically reliable conclusions. 

We endeavoured, using a simpler and clearer method, to gain an insight 
into somatometrical relationships. 

Suppose the head length of son A (S/A) is 188 mm, that of his father 
(F/A) 193 mm, and that of a non-related male adult (F/B) 181 mm, then 
the absolute difference (ie. the difference which, in contrast to the 
algebraic difference, takes no account of direction) is 5 mm between S/A 
and F/A and 7 mm between S/A and F/B. 

(We always took as “a non-related male adult F/B” the father of the 
next-examined family. For this reason we chose the symbol F for this 
man too. As the examination of the families took place in an arbitrary 
order of succession, there can, in our opinion, be no objection to this 
method. ) 

If we determine such differences more than once, then we can also 
calculate an average absolute difference (A.A.D.) S/A.F/A and 
S/A . F/B. 

As our material consisted of 65 families, we obtained A. A.D.S/A.F/A 
by adding 65 differences S/A.F/A and dividing by 65. Thus, in the head 
width there is an A.A.D. of 5.3 mm between S/A and F/A and of 
6.3 mm between S/A and F/B. 

In view of the genetic connection between S/A and F/A on the one 
hand and its total absence between S/A and F/B on the other hand, we 
could expect that the A.A.D. would be less for S/A.F/A, or at least 
not greater, than for S/A. F/B. 

One could therefore calculate the ratio of the A. A.D. for S/A.F/B 
and for S/A.F/A, and one could expect that this ratio would be equal 
to or greater than unity. 

In order to obtain easily manageable results, this expression was 
calculated as 


100 X JA.D. for S/A.F/B 
a ths Ld < forisiA. hi As 2” 


ratio. == 


The same holds for the comparison of an adult daughter (D/A) with 
her mother (M/A) and with a non-related female adult (M/B). 

Among 142 ratios calculated by us (from measured and calculated 
variables of head and hand for men and women), 126 were found to. 
conform to our expectations, and thus only 16 were less than 100 (viz. 
> of 99, 4-0f 98, 1. of 97,3 of 96, 1 of 93°41. oie O2uand teat 91). 
Considering also the relatively small extent of the material from which the 
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averages were calculated (65 families), we can regard our expectations 
as substantially fulfilled. 

“A variable with a ratio of 100” means that the difference between a 
son and his father, for this variable, is, on the average, as great as between 
this son and a non-related adult male. 

Such variables have no value for indicating genetical connection. 

The extent by which a ratio of a variable deviates from 100 is more or 
less an index of the importance of this variable for the indication of a 
genetically determined conformity. 

In this manner, the ratio can be calculated for each measurable variable 
in the two sexes. 

Thus, we calculated, after comparison of S/A with F/A and F/B, the 
ratio for the physiognomical face-height as 127 in males and 106 in females. 

Though there is a sex-difference in the head length, for instance, which 
we have to take into consideration in comparing the head length of a man 
with that of a woman, this sex-difference in the ratio no longer exists. 

This is connected with the factor of sex-relation by which the value of 
a female variable must be multiplied in order to obtain a figure which is 
directly comparable to the value of the same male variable (WEBER, 1935). 

If we call this factor a, then each absolute difference between two 
females has been multiplied by a in order to obtain a result directly com- 
parable to a male difference. 

The A.A.D. calculated for several female pairs also contains the 
factor a, which however is eliminated when we divide this difference by a 
second A.A.D. containing the factor a, calculated from a group of other 
female pairs. The ratios of the female variables are thus without correction 
based on a sex-difference comparable with the ratios of the male variables. 

An objection to the use of the absolute differences is that the real 
significance of a certain difference does not become manifest. 

A difference of 4 mm in the mouth width is, of course, relatively more 
considerable than the same difference e.g. in the face height. This objection 
can be met by using the percentual difference, calculated from the absolute 
difference and the average of the two variables between which such 
difference exists. 

A number of percentual differences S/A.F/A can again be added and 
divided by this number, so that the average percentual difference 
(A.P.D.) is known. 

From this difference for S/A and F/A and for S/A and F/B a ratio for 
the variable in question can be calculated as follows: 


wae 100K 2P.D. between S/A.F/B 
a80 — Pep .tor S/A.FIA~ 


Theoretically we preferred the A.P.D. to the A. A.D., and we 
were a priori inclined to attach greater value to ratios calculated by means 


180 


of the A.P.D., but the 142 ratios, calculated in the two different ways, 
proved, to our surprise, to be almost identical. 

As an example we give in order of magnitude the two ratios OF -Z3 
absolute measurements in women. 


Ne Vari fretcuer: = 
1 face depth 145 146 
2 head width 126 126 
3 mandibular angle width 124 123 
4 upper-lip height 124 124 
5 frontal width 123s 123 
6 nose height 119 120 
7 head length 116 116 
8 chin height 114 114 
9 orbit height 114 114 

10 frontal height 113 111 
11 frontal depth 111 109 
12 ear width 111 111 
13 nose width 110 110 
14 nose length 108 107 
15) head height 5 106 108 
16 physiognomical face height 106 106 
17 mouth width 103 102 
18 interorbital width 101 103 
19 ear length 101 101 
20 face width 99 98 
21 morphological face height 99 100 
22 orbit width (right) 99 99 
23 nose. depth 96 95 


Neither the author nor a mathematician has succeeded in discovering 
the mathematical grounds of this identity. 

Forms representing the mathematical structure of the two ratios are 
not manageable. | 

We accepted this identity, though not understood, intentionally, because 
calculation of the percentual differences would entail considerably more 
work. For future researches this possibility of substitution is of great 
practical value. 

In 1947 we described fully our investigation on cephalometric relations 
and in 1948 our investigation of cheirometric relations. 

Now we will throw some light on a particular aspect of the two 
investigations and consider the results together with some data on body- 
measurements. 


We divided the employed measurable variables of the head, the hand 
and the rest of the body into: 
...a, height-measurements (measurements taken perpendicular to the 
transversel plane) e.g. orbit height, middle finger length, body height. 
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b. width-measurements (measurements taken perpendicular to the 
sagittal plane) e.g. mouth width, hand width, shoulder width. 

c. depth-measurements (measurements taken perpendicular to the 
frontal plane) e.g. head length, chest depth. 

Tihese terms are applied to the erect man, with the face turned forward 
and the arms straight down along the body with hands supinated. 

Depth-measurements are not further considered. 

The following tables give the ratios for the relevant variables of head 
and hand: 


SS, 
Ratios (A.D.) 


A. Height-measurements: Predominant 
3d ey 
I Neurocranium: 
1. head height 111 106 é 
II Face: 
2. physiogn. face h. 127 yer 3g 
3. morphol. face h. 120 99 
4. front h. 101 113 
5. nose h. 114 119 
6. upper lip h. 115 124 Q 
7. chin h. 106 114 
8. orbit h. 109 114 
Il Hand: 
9. hand length 121 120) 3 
10. metacarpal length 129 - 1125 
11. length I | 98 103 
2; seco lt 121 140 
a= ar 122 126 2 
14. ov 126 129 
15. Peay. 122 108 3 
B. Width-measurements: 
I Neurocranium: 
1. head width 119 on Q 
2. frontal width 100 123 
II Face: 
3. face width 108 99 
4. mand. angle width 130 24, 
5. nose width 119 110 
6. mouth width 129 103 
7. interorbital width 117 101 
8. orbit width 97 99 3 
III Hand: 
9. hand width 144 119 
10. width I 133 101 
11. gee LE 132 96 
Mew iit 144 99 
nS: ah, 169 96 


Ee rn 116 91 
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We now observe that: 

1. The ratios of the height-measurements calculated by comparison of 
Females show a fairly strong tendency to be greater than those calculated 
by comparison of Males. 

Exceptions: Neurocranium and measurements which more or less concern 
a totality (physiognomic and morphological face height, hand length), 
and also metacarpal length and length V. 

2. The ratios of the width measurements calculated by comparison of 
Males ‘are greater than those calculated by comparison of Females. 

Exceptions: Neurocranium (the ratios of the orbit width are both smaller 
than 100 and both are thus of no importance). 

3. The neurocranium takes an exceptional position in both cases. 

In our 65 families no body-measurements could be determined. In con~- 
sidering how far the above-stated regularity is valid also for body-measure- 
ments, we tad to be satisfied with computing the ratios obtained by 
comparison of 9 sons with their fathers etc., and of 6 daughters with their 
mothers, etc. 

Tihese persons form a part — to be considered by us — of a material, 
collected by DE FROE in Nijmegen (Holland). 

The height-measurements of the body determined by him were body 
height, upper arm length, arm length and crista height, for which we 
calculated the following ratios: 


eo ce Predominant 
1. Body heigt 64 47 
66 33 
2. Upper arm length 28 13 
25 F 9 
3. Arm length 40 30 
36 14 
4. Crista height 57 38 
43 27 


Thus, our expectation that ratios of height-measurements for women 
would be greater are fulfilled. 

For 'the width-measurements of the body, of which only the chest width 
and shoulder width measurements were available, we find: 


Ratios (A.D.) 
36 ee 


Predominant 


1. Chest width 


2. Shoulder width 
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in which thus the shoulder width deviates from the rule that we found 
to apply to the width-measurements. 

It is not easy to explain this (possible) sex-difference existing in the 
Significance of certain directions of growth in heredity problems. In con- 
nection with the shoulder width we must note that this is determined 
chiefly by the length of the clavicle. 

The clavicle and the neurocranium constitute exceptions. 

In the ossification of the skeleton these two bony structures occupy a 
special position, in that a large part ossifies’ primarely. 

As the epiphyseal cartilages generally disappear earlier in women than 
in men, we can think that as exogenous and endogenous influences can 
act for a longer time in the male, the variability is somewhat greater, and 
thus a son has more chance to differ from his father as regard measure- © 
ments taken perpendicular to the epiphyseal cartilage. 

A better understanding of this startling problem will be obtained by 
study of the influence of the sex-hormones on growth-potencies in various 
directions. 

At this stage of investigation any hypothesis is liable to be not only 
premature but even inconvenient. ; 

The anthropologist will for this purpose have to turn his investigation 
to subjects with hormonal disturbances, such as eunuchs, girls with agenesis 
of the ovaries, hermaphrodites, etc., preferably together with their families. 


Summary. 


The author describes a fairly straightforward method of obtaining 
quantitative expression of the resemblance between related adults of the 
same sex (the ratio). There is a ratio for each measured or calculated 
variable, and the ratios proved, as theoretically expected, to be greater 
than or equal to 100. The extent by which a ratio of a variable deviates 
from 100 is more or less an index of the importance of this variable for 
the indication of a genetically determined conformity. Different groups of 
variables were found to be of different significance for the two sexes, 
namely: 

1. Height-measurements (taken perpendicular to the transverse plane) 
tend to be of more significance in expressing the genetic connection between 
related females. 

2. Width-measurements (taken perpendicular to be sagittal plane) are 
of more importance in expressing the genetic connection between related 
males. 

Some exceptions are discussed. 

The author believes that for a better understanding it is necessary to 
investigate the sex-differences in persons with hormonal disturbances, 


together with their families. 
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Botany. — De F,-zaadgeneratie van 1936 na kruisingen van twee zuivere 
lijnen van Phaseolus vulgaris. Il. By G. P. FRETS. (Communicated 
by Prof. J. BoEKE.) 


(Communicated at the meeting of October 30, 1948.) 


Cl 4. De formule van de uitgangsboon is Lb th, cl 4. 7 gevallen. De 
bonen hebben een grote lengte en een kleine breedte. Meestal is de lengte 
niet zeer groot en de breedte niet zeer klein (tab. 9). Daardoor zijn de 
bonen van cl 4 verwant aan die van cl 2. Ook de bonenopbrengsten van 
de I-lijn, de zuivere lijn, bevatten meestal enige bonen met de form. Lb th, 
cl 4 (tab. 5a). 

In één geval (pl. 1033) is de formule van de gemiddelden van de bonen- 
opbrengst ook Lb th (tab. 1 en 1a). 

De grootste lengte van de bonen van pl. 1033 is 1 = 14.6mm. Volgens de classificatie 
(tab. la) zijn er zeer veel bonen in cl 2, cl 4 en cl 8a. Van alle bonen is de dikte klein. 
Van de uitgangsboon van pl. 101 voor pl. 1033 is de dikte homozygoot voor th-factoren; 
de lengte en de breedte (ofschoon klein, b = 8.4mm), zijn heterozygoot voor L, resp., 
B-factoren. Voor de uitgangsboon van pl. 101 en haar bonenopbrengst, pl. 1033, hebben 
we met een goed geval van de form. Lb th, cl 4, te doen. 


In 2 gevallen (pl. 264, tab. 1 en 1a, cl 3 en 288) is de formule van de 
gemiddelden van de bonenopbrengsten LB Th, cl 1, (blz. 188). In één 
geval (pl. 374) is ze LB th, cl 2 (blz. 192). Volgens de classificatie is het 
een goed geval van cl 4, komt overeen met pl. 1033 (zie boven). De uit- 
gangsboon is van dezelfde plant, pl. 101. Eveneens in één geval, pl. 1035, 
is de formule van de gemiddelden van de bonenopbrengst 1B th, cl 6. 
De uitgangsboon stemt zeer overeen met die voor pl. 1033; de gemid- 
delde breedte van de bonenopbrengst is veel groter. Volgens de classificatie 
zijn er zeer veel bonen in cl 1 en in cl 6. Ten slotte zijn er nog 2 gevallen 
met de form. Lb th, cl 4 van de uitgangsboon, waar de formule van de 
gemiddelden van de bonenopbrengst |b th, cl 8 is (pl. 976 en 1001). Bijna 
alle bonen van de bonenopbrengsten behoren hier tot cl 8 (zie artikel III 
in de volgende Proceedings). 

In 16 gevallen is de formule van de gemiddelden Lb th, cl 4 en is die 
van de uitgangsboon een andere. In 2 van deze gevallen (pl. 267 en 278) 
is de formule L, Lz B Th, cl la. 

Bij pl. 278 staat aangetekend ,,slecht, enkele peulen nog groen”; het is mogelijk, dat 
de bonen onvolgroeid zijn. Er zijn zeer veel bonen in cl 8, vele in cl 2 en meerdere in cl 4. 
De bonenopbrengst en haar uitgangsboon, behoort tot het gebied van cl 2, form. LB th. 
De bonenopbrengst van pl. 267 heeft volgens de classificatie veel bonen in cl 4 en cl 8 
en meerdere in cl 2; alle bonen hebben een kleine dikte. Opmerkelijk daartegenover 
is de grote dikte, (th = 7.4mm) van de uitgangsboon, Bonenopbrengsten van de I-lijn 


bevatten als hoge uitzondering ook wel bonen met een grote dikte. In 1935 was de 
grootste niet-erfelijke dikte-variant th = 7.5mm, We nemen aan, dat ook pl. 267 behoort 


tot de erfkring van de I-lijn (cl 2 of cl 4). 
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In 7 van de bovengenoemde 16 gevallen is de formule van de uitgangs- 


boon LB Th, cl 1b. 

Volgens de classificatie van de bonenopbrengsten en de ascendentie van de uitgangsboon 
behoren ze tot cl 4 (pl. 1040, 1036 en 1019), cl 2 (pl. 1041, pl. 292 en pl. 353) en cl 1 
(pl. 322). Van pl. 353 zijn 4 bonen in cl 5; van pl. 1019, 2 in cl 7 (zie art. III in de 


volgende Proceedings). 

In 2 gevallen is de formule van de uitgangsboon L; L--B th; cl’ 2a {pl 
318, blz. 191 en pl. 346). Volgens de ascendentie van de uitgangsboon en 
de classificatie van de bonenopbrengst, behoort dit geval duidelijk tot cl 4, 
form. Lb th. Eveneens in 2 gevallen is de formule van de gemiddelden 
Lb Th, cl3) (pl. 345,-pl) 1037): 

Van pl. 345 bestaat de bonenopbrengst uit slechts 6 bonen. Van pl. 1037 heeft de 
uitgangsboon van pl. 101 een grote dikte. Volgens de classificatie van pl. 1037 zijn er veel 
bonen in cl 4 en in cl 8, zoals bij bonenopbrengsten, waarvan de uitgangsboon de formule 
Lb th, cl 4 heeft (zie ook art. III in de volgende Proceedings). 

In 2 gevallen ten slotte is de formule van de uitgangsboon 1b th, cl 8 
(pl. 247 en 1049). 

De uitgangsboon voor pl. 247 is van pl. 55 en is de kleinste boon van de bonenopbrengst 
van pl. 55. Volgens de classificatie van pl, 247 zijn er bonen in bijna alle klassen, behalve 
in'cl 5. De uitgangsboon is waarschijnlijk een modificatie van bonen met de form. LB Th 
en daar de afmetingen van de meeste bonen niet zeer groot zijn, zijn er ook 11-, bb- en 
th th-factorenverbindingen in de formule. De uitgangsboon voor pl. 1049 heeft uiterst 
Kleine afmetingen (l= 8.6mm). Volgens de classificatie van de bonenopbrengst van 
slechts 10 bonen behoort het geval tot cl 4, form. Lb th. 

Uit de bespreking van de gevallen van cl 4 hebben we gezien, dat enkele 
gevallen goede vertegenwoordigers zijn van deze classe. De bonen van cl 4, 
form. Lb th, zijn nauw verwant aan die van cl 2, form. LB th. 


Cl. 5. Form.1B Th. De formule van de uitgangsbonen is 1B Th. Deze 
bonen hebben dus een kleine lengte en een grote breedte en dikte (tab. 9). 
9 gevallen. De lengte heeft meestal de grenswaarde (3 maal is 1 = 13.0, 
2 ml = 12.8 en 1 ml = 12.7, 12.5, 12.4 en 11.8 mm). Dit geldt ook voor 
de breedte (5 maal is b= 8.6 mm, 1 ml is b= 8.7, 2 ml=9.0 en 
1 ml=9.1 mm). De dikte daarentegen is meestal groot (th = 7.3, 
2 ml = 7.2, 2 ml = 7.1 en 2 ml = 7.0 mm; slechts 2 ml is th = 6.6 mm). 
De grote dikte wijst op overeenkomst van de uitgangsboon met bonen van 
de IL-lijn. 

In geen der gevallen is de formule van de gemiddelden der bonen- 
opbrengsten ook 1B Th, cl 5. Eenmaal is deze formule LB Th, cl 1 (pl. 
364, blz. 189). Eveneens eenmaal is ze LB th, cl 2 (pl. 1045, zie art. III 
in de volgende Proceedings). In deze 2 gevallen heeft de lengte de grens- 
waarde (1 = 12.8 en = 13.0 mm) van de formule LB Th, cl 1. 

In 7 van de totaal 9 gevallen is de formule van de gemiddelden 1b th, 
cl 8. Twee van deze gevallen (pl. 314 en 124) beschrijven we hier, de 5 
overige bij cl 8. 


De uitgangsboon voor pl. 314 (tab. 1 en 1a) is de laatste van de peul met 3 bonen, 
die alle de formule 1B th, cl 6 hebben, de lengte is niet zeer klein (1= 12.5 mm), die van 
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de eerste is nog kleiner (1 = 12.1mm). Van de bonenopbrengst van pl. 314 hebben de 
gemiddelde breedte en dikte de grenswaarde (bm = 8.4, thm = 6.4 mm). De grootste 
lengte van de bonen is | = 13.6 mm; de grootste dikte is th = 7.0mm, Volgens de classi- 
ficatie (tab. la) zijn er bonen in alle classen, behalve in cl 2; veel in cl 8. Er zijn veel 
bonen met hoge L B-indices, zoals van bonen met de form. 1B Th (tab, 9). De bonen- 
opbrengst beantwoordt hier aan de uitgangsboon: de uitgangsboon heeft min of meer het 
genotype van bonen met de form. 1B Th. Tab. 10 geeft inderdaad goede voorbeelden 
van bonen met de form. 1B Th, volgens de indices, in de bonenopbrengst van pl. 314, 

Van pl. 124 is de uitgangsboon van pl. 33, F3-1935. Ze is van een peul met 6 overeen- 
komstige bonen, alle met de form. 1B Th. Pl. 33 bevat meerdere dergelijke bonen (tab. 9). 
De formule van de gemiddelden van de bonenopbrengst van slechts 5 bonen van jah), Ae! 
is 1b th, waarbij de breedte en de dikte de grenswaarden hebben, dus de formule ook als 
1B Th geschreven kan worden. Van de 5 bonen van pl. 124 hebben er 2 de form. 1B Th, 
cl 5; de overige 3 hebben de indices van bonen met de form. 1B Th; de afmetingen zijn 
Klein (tab. 10). Ook pl. 124 met haar uitgangsboon is een geval van de form. 1B Th, cl 5. 


We vinden dus enkele gevallen, waar de uitgangsbonen en haar bonen- 
opbrengsten wijzen op erfelijkheid van bonen met de form. 1 B Th, cl 5, die 
gekenmerkt zijn door een hoge L B-index en een niet zeer hoge B Th- 
index. 


Cl 6. In één geval (pl. 203, tab. 1 en la) is de formule van de uit- 
gangsboon 1B th, cl 6. De formule van de gemiddelden van de bonen- 
opbrengst is 1B Th, cl 5 (pl. 203, tab. 1 en 1a). 


De uitgangsboon voor pl. 203 is van pl. 49, F3-1935. De formule van de gemiddelden 
van pl. 49 is lb Th. De gemiddelde afmetingen zijn niet groot. Volgens de classificatie 
van de grote bonenopbrengst van 96 bonen van pl. 49, zijn er 21 bonen in cl. 1, 6 in cl. Z, 
10 in cl 3, 15 in cl 5 en 1 in cl 6, dat zijn allen bonen met een grote breedte. Er zijn er 
23 in cl 7, dus bonen met een kleine breedte. De uitgangsboon voor pl. 49 is van pl. 66, 
F2-1934; de formule is 1B Th, cl 5; de formule van de gemiddelden van pl. 66 is LB Th 
met een nogal grote gemiddelde breedte (bm = 8.9mm). De uitgangsboon van pl. 49 
voor pl. 203 is van een peul met 5 bonen, waarvan de 4 overige resp., tot cl 5, 6, 7 en 8a 
behoren. Van de bonenopbrengst van pl. 203 is de grootste lengte 1= 14.3mm, (dan 
volgt 1= 13.4mm). Bijna alle bonen hebben een grote dikte; de grootste dikte is 
th = 7.4mm. Volgens de classificatie (tab. 1a) zijn er veel bonen in cl 1 en 5; er is 
slechts één boon in cl 6. Volgens de samenstelling van de bonenopbrengst van pl. 203 
en de gegevens van de ascendentie, is in dit geval de uitgangsboon, die van cl 6 is, zeer 
verwant aan cl 5 (vgl. ook tab. 10). De uitgangsboon heeft veel B-factoren in homo- 


zygote vorm, 


C17. De formule van de uitgangsboon is 1b Th, als van de bonen van 
de II-lijn. 26 gevallen, daarvan 16 met uitgangsbonen van éénzelfde plant 
(pl. 51). 

Onder de uitgangsbonen zijn er enkele, zoals ze ook als hoge uitzonde- 
ring bij bonen van de IJ-lijn van 1935 worden aangetroffen. Meestal is de 
lengte te groot; tienmaal is ze groter dan 12.5 mm (tab. 7b). 

In één geval (pl. 206) is de formule van de gemiddelden van de bonen- 
opbrengst ook 1b Th. 


_ De uitgangsboon is van pl. 49, Fs-1935, evenals van de pl. 208 en 211. De grootste 
lengte van de bonen van de bonenopbrengst van pl. 206 is 1= 13.8mm, (dan volgt 
1 = 13.4 mm). De bonen hebben alle een grote dikte (van enkele heeft ze de grenswaarde, 
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th = 6.5, 6.5 en 6.4mm, vgl. tab. 8). De uitgangsbonen van pl. 49 voor de pl. 206, 208 en 
211 hebben alle een vrij grote lengte (1 = 13.0, 12.7 en 12.7 mm, vgl. tab. 7b). Volgens 
de’ classificatie behoren pl. 206, 208 en 211 tot het erfgebied van de II-lijn, doch de 
uitgangsboon is heterozygoot voor de form. 1b Th; er zijn veel dikte-factoren in de 
homozygote vorm. 


In 4 gevallen (pl. 165, 201, 373 en 398) is de formule van de gemiddel- 
den LB th, cl 2 (zie art. III in de volgende Proceedings). In 2 van deze 
gevallen (pl. 165 en 398 heeft de gemiddelde dikte de grenswaarde 
(th,, = 6.5 mm). Van de overige 21 van de 26 gevallen is de formule van 
de gemiddelden der bonenopbrengsten 1b th, cl 8. Daarvan vinden pl. 311 
en 1038 bij cl 8 bespreking. 

Van de 16 gevallen (pl. 980—1011), waar de uitgangsbonen van pl. 51 
genomen zijn, bespreken we hier pl. 984 (tab. 1 en 1a; fig. 5); de overige 
spreken we bij cl 8. 


Van de bonenopbrengst van 60 bonen van pl. 51, Fs-1935, zijn volgens de classificatie 
18 bonen in cl 7. De gemiddelde lengte van deze bonen met de form. 1 b Th is 
Im = 12.3 mm. Een dergelijk groot gemiddelde komt onder de gemiddelde lengten van de 
bonenopbrengsten van de II-lijn van 1935 niet voor (tab. 2b). 

Zoals de uitgangsboon van pl. 51 voor pl. 984 is, komen er als hoge uitzondering ook 
bonen van de II-lijn van 1935 voor (vgl. tab. 1 en tab. 76). Ook bonenopbrengsten met 
gemiddelden als van pl. 984 komen bij bonenopbrengsten van de II-lijn van 1936 voor 
(tab. 4b). Bij de bonenopbrengst van pl. 984 staat aangetekend ,,als 983” en bij die van 
983 ,,matig, nog groene peulen”. Het kan dus zijn, dat niet alle bonen hun volle wasdom 
bereikt hebben. Pl. 984 heeft wit gebloeid. De grootste lengte van de bonenopbrengst van 
22 bonen is 1=12.1mm, (dan volgt |= 11.6mm). De grootste dikte is th = 7.0mm, 
(dan volgt th = 6.7 mm, de kleinste dikte is th = 5.9 mm; vgl. tab. 8). Onder de individuele 
bonen is er geen, zoals ze ook niet bij de II-lijin van 1936 voorkomen. De classificatie 
(tab. 1a) komt overeen met de classificatie van pl. 102 van de II-lijn, waarvan ook de 
gemiddelden met die van pl. 984 overeenkomen. Toch zijn er ook hier kleine verschillen. 
De uitgangsboon van pl. 51 voor pl. 984 komt niet geheel en al met vergelijkbonen van 
de II-lijn overeen. De lengte is iets te groot. Slechts van een heel enkele boon komen alle 
3 indices overeen met de 3 indices van een vergelijkboon van de II-lijn van 1936. De 
vergelijk-bonenopbrengst van de II-lijn (pl. 102, tab. 46 en fig. 6), di. dus die, waarvan de 
gemiddelden het best met die van pl. 984 overeenkomen, verschilt nog iets van pl. 984. 
Uit de frekwentie-krommen van de bonenopbrengst van pl. 984 en van pl. 102 (II-lijn) 
blijkt, dat de frekwentie-krommen van pl. 984 van het gewicht en van de lengte iets meer 
naar rechts liggen (fig. 7), die van de dikte ligt iets meer naar links, de curven van de 
indices liggen iets meer naar links, Er zijn dus meer bonen met een grote lengte en een 
groot gewicht en minder met een grote dikte in de bonenopbrengst van pl. 984 dan in die 
van pl. 102 en het aantal bonen met hoge indices is groter bij pl. 102 dan bij pl. 984. 


Er zijn 2 gevallen (pl. 185 en 400), waar de formule van de gemiddelden 
van de bonenopbrengsten 1b Th, cl 7 is en de uitgangsboon de form. 
LB Th, cl 1 heeft (blz. 187). 


De uitgangsboon voor pl, 185 is van pl. 46 (1= 13.5 mm). De formule van de ge- 
middelden van pl. 46, F3-1935 is lb th (Im = 12.8mm). De uitgangsboon voor pl. 46 is 
van pl. 66, Fo-1934. De formule is 1b th (th = 6.0 mm). De formule van de gemiddelden 
van pl. 66 is LB Th (Im= 13.6 mm), 

De formule van de gemiddelden van pl. 185 is 1b Th (Im = 12.0 mm, thm = 6.6mm). 
De grootste lengte is 1 = 13.4 mm, de grootste dikte, th = 7.1 mm. Volgens de classificatie 
zijn er zéér veel bonen in cl 7. Pl. 185 wijkt af van de bonenopbrengsten van de II-lijn 
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van 1936. Er is in ons materiaal van de II-lijn van 1936 slechts één bonenopbrengst met 
Im = 12.0 mm, en van deze bonenopbrengst is de gemiddelde dikte veel groter 
m = 7.3mm, tab. 4b). ) 
Van pl. 400 (tab. 1 en 1a) is de uitgangsboon van pl. 105. De formule van de gemiddel- 


den van pl. 105 is lbth (thm = 65 mm). De formule van de uitgangsboon van pl. 83 
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Fig. 5a. Characterogram of the initial Fig. 6a. Characterogram of the initial 
bean 2 p. 3 b. of pl. 51 of Fz-1935 for bean 19 p. 3 b. of pl. 25 of the II-line 
pl. 984, F4-1936. of 1935. 
Fig. 5b. Idem of the averages of pl. Fig. 66. Idem of the averages of pl. 
984; n = 22. ‘ 102, II-line 1936; n= 20. 


voor pl. 105 is LB Th, waarbij alle 3 afmetingen zeer groot zijn. De formule van de 
gemiddelden van pl. 83 is LB Th (lm = 14.2 mm). Er is hier een groot verschil tussen 
het gewicht van de uitgangsboon (W = 77 cg) en het gemiddelde gewicht (Wm = 62 cg) 
van pl. 83 en het gemiddelde gewicht van de bonenopbrengst van pl. 105 (Wm = 49 cg). 
De grootste lengte van de bonen van pl. 400 is 1=13.6mm, de grootste dikte is 
th = 7.4mm. Volgens de classificatie zijn er vrij veel bonen in cl 7 met de form. 1b ‘Th. 
In de ascendentie is grote dikte. De bonenopbrengst van pl. 400 is samengesteld; de uit- 
gangsboon van pl. 105 is niet homozygoot voor de form. 1b Th, van cl 7, d.i., van bonen 
voor de II-lijn. 

Van pl. 397 is de formule van de gemiddelden van de bonenopbrengst 
1b Th, cl 7 en die van de uitgangsboon LB th, cl 2; deze is van pl. 105 
(evenals in het vorige geval, pl. 400). De bonenopbrengst bestaat uit 
slechts 7 bonen van het gebied van cl. 1, form. LB Th. 
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Fig. 7, a—g. Frequency curves of the dimensions, the weight and the indices of pl. 984, 
F4-1936, n = 22 and comparison frequency curves of pl. 102, II-line 1936, n = 19, 
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Fig. 7a. The length. 
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Fig. 76. The breadth. 
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Fig. 7c. The thickness. 
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Er is één geval (pl. 123), waar de formule van de gemiddelden van de 
bonenopbrengst | b Th, cl 7 is en die van de uitgangsboon |b th, cl. 8: Deze 
is van pl. 32, F3-1935. 


Alle 4 bonen van de peul van de uitgangsboon hebben een grote dikte. De grootste 
lengte van de bonenopbrengst van pl. 123 is 1 = 13.6 mm, (dan volgen 1 = 13.5, 13.2, 
13.1 mm). Er zijn dus enkele bonen met een grotere lengte dan we bij de bonen van de 
II-lijn van 1936 aantreffen. Volgens de classificatie zijn er veel bonen in cl 7, enige in 
cl 1, 3, 5 en 8b. Er zijn in deze bonenopbrengst geen bonen met een kleine dikte. Door 
de 3 bonen in cl 1 verschilt de classificatie van die van bonenopbrengsten van de II-lijn. 
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Fig. 7d. The weight. 


ec 
Fig. 7e. The L B-index. 


De uitgangsboon van pl. 32 voor pl. 123 is in hoge mate homozygoot 
voor de formule 1b Th; de lengte bevat echter een enkele L1- of LL- 


factorenverbinding. 
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In de groep gevallen van cl 7, form. 1b Th, vinden we enkele gevallen, 
die geheel of bijna geheel met bonenopbrengsten van de II-lijn overeen- 
komen. 
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Fig. 77. The L Th-index. 
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Fig. 7g. The B Th-index. 
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